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PREDGOVOR

Ovaj deo predmeta Matematicka fizika II prvi put sam predavao tokom 1985. godine. Izgledalo
mi je razumljivo Sto slusaoci nisu najbolje pratili predavanja, i pored zainteresovanosti za pomalo
mitologizovanu teoriju Lie-jevih grupa: kada se, po obicaju, zanemare subjektivni ¢inioci, preo-
staju objektivne poteskoce pri izvodenju kursa. Teorija je veoma obimna (preko hiljadu strana
preciznog izlaganja), a jo$ je u fazi razvoja pa nije sasvim strukturirana. Dalje, materija zahteva
dosta predznanja, pre svega linearne algebre i, u predvidenom kontekstu, teorije kona¢nih grupa.

Bio sam uveren da ¢e studenti, ve¢ rutinirani u neprekidnom ucenju, uspeti da savladaju
kurs na osnovu belezaka. Na ispitu sam bio neprijatno iznenaden'. Belegke su bile nepotpune, a
pomocna literatura neukusno neprijemciva.

Tako je nastala ideja da se da doprinos pokusajima jasnog izlaganja ove materije na tride-
setak strana (originalnost se ogleda u primeni srpskohrvatskog jezika? i uverenju da se ovakav
poduhvat moze ostvariti), a liéni razlozi su uéinili da se to sada realizuje. Osnovni deo posla je
bio izbor gradiva; rukovodio sam se iskustvom i postoje¢im izborima u dodacima knjiga iz fizike.
Nastojanja da se ta materija izlozi jednostavno svodila su se na izbacivanje dokaza pojedinih
teorema, zatim samih teorema i, konacno, nekih poglavlja (zasad ne svih !). Rezultat pretenduje
da bude potpun, u smislu da je za njegovo razumevanje nuzno samo predznanje koje (po defini-
ciji) studenti imaju sa prethodnih kurseva, i da se ne sumnja u dokazivost izlozenih stavova (sto
ni autoru nije uvek lako).

Za razliku od shvatanja u drugim oblastima, Zelja mi je da u se¢anju studenata ostane pre
svega tehnika resavanja pojedinih problema. U tom smislu teziste kursa je na samostalnoj izradi
predvidenih zadataka, pre svega onih bez posebnih oznaka (° oznacava teorijske dopune, medu
kojima su i tezi zadaci, *).

Delovi napisani sitnijim slovima se pri pripremi ispita mogu izostaviti.

V. Januar, 1989., M.D.

P.S. Prinuden da otvorim novo poglavlje (Hilbert-ovi prostori i operatori) trudio sam se da
odrzim stilsko jedinstvo. Zadatak je bio olakSan slicnim ogranicenjima u detaljnosti izlaganja
(tj. odnosom dozvoljenog prostora i obima materijala koji treba pokriti). Doslo je do izvesnih
pomeranja i korekcija starih delova. Preostaje mi da pozelim da jedini novi prostori na kojima
¢e nasi studenti ratovati budu Hilbert-ovi.

X. Novembar, 1991., M.D.

IPrirodno, to se ubrzo prenelo i na ispitivane.
2N. B. (20. Dec. 1995.) U meduvremenu se tekst spontano preveo na srpski jezik.
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P.P.S. Vise godina sam smatrao da tekst o konacnim grupama treba skratiti, i prilagoditi potre-
bama ostatka kursa i drugih predmeta. Koautor tog teksta, prof. Milan Vujici¢ je dosta dugo
odsutan iz zemlje; shvatisi da ¢u prestati da drzim kurs Matematicke fizike II, te ubrzo izgubiti
stvarni motiv za ovakvom finalizacijom, odlu¢io sam da to kona¢no sam uc¢inim. Drago mi je da
ukazem na pomo¢ koju su mi svojim ispravkama i sugestijama pruzili saradnici i studenti, pre
svih M. Durdevié¢, I. Milosevi¢, D. Stojkovié, T. Vukovi¢, B. Nikoli¢ i A. Balaz.

IV. Decembar, 1997., M.D.

P.P.P.S. Kako u istrazivackom radu kao glavnu tehniku koristim simetriju, baveéi se tokom
poslednjih godina novim oblastima fizike blago sam izmenio licni pogled na pojmove teorije
grupa u smislu njihove unutrasnje hijerarhije, ali i relativnog znacaja u fizici. Stoga sam ponovno
drzanje kursa nakon viSegodisnje pauze iskoristio za usaglasavanje i predavanja i ovog teksta sa
evoluiranim razumevanjem.

I. Novembar, 2015., MD

Nisam odoleo izazovu da kompletiram sadrzaj teksta (ne i kursa) novim zadacima (sada ih
je preko 200), projektivnim reprezentacijama, modifikovanim projektorima i reprezentacijama
grupa simetrije periodi¢nih sistema. Zapravo, ako bih definisao fiziku kao potragu za mestom gde
su skriveni odgovori, pomislio bih to mesto je indukcija reprezentacija grupa simetrije. Otkriva
da je zapis velikog utisnut u malom, a sama je klju¢ dekodiranja. Ne ¢udi rezultat, bice sva
najvaznija saznanja, jer kako inace (ako ne indukcijom) razumevati. Ali oplemenjuje i zasenjuje
jasnost i univerzalnost, uvid u istost svega.

VII. Januar, 2016., M.D.
Za kraj, zahvalnica: datumi ove, verovatno konacne, redakcije unapred su odabrani...

XIV. Februar, 2016., M.D.
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UVvOD

Ubrzo po nastanku, pocetkom veka, kvantnoj teoriji su dotadasnji matematicki okviri fizike
postali preuski. John von Neumann (1903-1957) ju je 1927. nastanio u Hilbert-ov prostor.
To je vektorski prostor, sa odredenim topoloskim karakteristikama koje dozvoljavaju rad i u
beskonac¢nodimenzionalnom slu¢aju; jasno, on sadrzi kvantnomehanicka stanja realnog fizickog
sistema. Otklonivsi neke tehnicke probleme, Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984, Nobel-ova
nagrada za fiziku 1933.) i Laurent Schwartz (1915, Fields-ova medalja 1950.) su nam unekoliko
olaksali izlete u ove prostore.

Simetriji, staroj velikoj ideji i fizike i matematike, kvantna teorija je dala fundamentalno
mesto u zamenu za neograni¢enu moguc¢nost koriséenja. Radikalno primenjujuéi matematicku
pozadinu simetrije, teoriju grupa, Eugen Wigner (1902-1995, Nobel-ova nagrada za fiziku 1963.)
je svrstao sebe medu velikane fizike, simetrijske principe u temelje nauke, a teoriju grupa u
vodece discipline matematike. Razli¢iti sistemi imaju razlicite simetrije, zahtevajuéi razlicite
grupe za njihov opis. Za fiziku molekula znacajne su pre svega konacne grupe. Polimeri, slojevi
i kristali se opisuju beskonac¢nim, ali prebrojivim grupama, po mnogo cemu slicnim kona¢nim
grupama. U fizici elementarnih cestica, ali i u drugim oblastima, potrebne su i neprekidne
grupe, sa neprebrojivo mnogo elemenata. Dobar primer je skup realnih brojeva sa sabiranjem
kao operacijom, ili, za fiziku ve¢ i arhetipska rotaciona grupa, koja predstavlja simetrije atoma
vodonika. Sa algebarskog stanovista i ovo su grupe, ali sa dodatnom, topoloskom strukturom.

Formalizam kvantne teorije zahteva da se, kao i sve ostalo, i simetrije smeste u Hilbertov pro-
stor, te one ulaze indirektno, ovlasé¢uju¢i pogodne operatore da reprezentuju njihov iskustveni
smisao. Tako je Eugen Wigner uocio da su za fiziku od prevashodnog znacaja reprezentacije
grupa, i to unitarnim operatorima. Upravo poslednji zahtev, proistekao iz prvih principa, pravi
razliku u tretmanu razlicitih tipova grupa. Pogled unapred pokazuje da se unitarnost lako ispu-
njava kada je moguce usrednjavanje funkcija na grupi. Malo ohrabrenje fizicarima je pretezno
pojavljivanje konacnih i kompaktnih grupa, za koje se usrednjavanje moze izvrsiti, ¢ime sve re-
prezentacije postaju unitarne, a teorija relativno jednostavna. Ipak, nada da fizicari nisu bas
"uvek na gubitku” brzo slabi kada se ispostavi da upravo najvaznija, Poincaré-ova grupa, insistira
na svojoj nekompaktnosti.

Stoga se teorija reprezentacija neprekidnih grupa izucava na nesto drugacijim osnovama. Ovaj
komplikovani zadatak resava se, na tipi¢no fizicarski nac¢in, radikalnim uproséavanjem. Naime,
postulira se glatkost, tj. viSestruka (¢ak beskonac¢na) diferencijabilnost, svega $to se uopste
moze diferencirati, ¢ime se izdvajaju tzv. Lie-jeve grupe. Pojavljuje se moc¢an aparat analize
(podsecajuéi da ga je bas kao matematicko sredstvo fizike stvorio Isaac Newton, 1642-1727), koji,
kao 8to su za sve nas pokazali Sofus Lie (1842-1899), Elia Cartan (1869-1951), Hermann Weyl
(1885-1955) i mnogi drugi, reSava veéinu problema. Skromna cena za ovaj dobitak je nuznost
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proucavanja teorije Lie-jevih algebri. To su izvedene, komplikovanije strukture, sa dve operacije,
sa viSe zakona, ali samim tim i sa viSe mogucénosti za dedukciju. Danas je prilicno uobic¢ajeno
da se prvo proucavaju algebre, pa tek onda grupe, sto ¢e u narednom tekstu biti usvojeno.
Poslednji deo posvecéen je primeni opstih rezultata na grupe koje su vazne u fizici. Posebno
mesto tu zauzima Poincaré-ova grupa, odnosno izlaganje rezultata koje su ne tako davno izveli
nasi savremenici, vodeéi fizicari Eugen Wigner i Steven Weinberg (1933, Nobel-ova nagrada za
fiziku 1979.).



Poglavlje 1

TOPOLOSKI PROSTORI I
MNOGOSTRUKOSTI

Sve savremene fizicke teorije svoje zakone formulisu koriste¢i matematicku analizu: nekad je to
eksplicitno, u razli¢itim diferencijalnim jednacinama, nekad sakriveno u operatorima za koje se
u konkretnim primerima ispostavi da su diferencijalni. U svom standardnom, dobro poznatom
obliku, aparat analize se razvija u kona¢nodimenzionalnim realnim vektorskim prostorima, Sto
nije dovoljno za opis obilja fizickih problema. Stoga mu je nuzno prosiriti oblast primene, a prvi
korak u tome je uoc¢avanje onih osobina R" koje su sustinske za razvoj ideja analize. U tom smislu
su najdalji srodnici prostora R™ topoloski prostori: uvode se rudimentarni pojmovi analize (npr.
okoline tacaka ili grani¢ne tacke), no njihov sadrzaj je esto udaljen od onog ocekivanog na osnovu
intuicije skolovane na R™. Metricki prostori su nesto blizi R™ u istom smislu. Tek mnogostrukosti
dozvoljavaju potpunu upotrebu aparata analize, te daju okvir za zasnivanje fizickih teorija.

1.1 TOPOLOSKI PROSTORI

Ekstrakcijom bitnih postavki analize, ubrzo se dolazi do pojmova okoline tacke i konvergencije.
Njihova najopstija formulacija se daje u topoloskim prostorima. Stoga je topologija, disciplina
koja ih proucava, postala jedna od osnovnih oblasti matematike: direktno se nastavlja na teoriju
skupova, a ugradena je u ve¢inu drugih matematickih teorija. Danas je ve¢ sasvim jasno da je
upoznavanje sa elementima topologije nezaobilazno u teorijskoj fizici.

1.1.1 Struktura topoloskog prostora

Bududi jedna od osnovnih matematickih struktura, topoloski prostor se uvodi na osnovu elemen-
tarne teorije skupova.

Definicija 1.1 Topoloski prostor je uredeni par (X,T) skupa X i podskupa T partitivnog skupa
skupa X sa osobinama:
(1) 0,X eT;

(i) svaka unija skupova iz T je skup iz T,
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(iii) presek konacno mnogo skupova iz T je skup iz T .

Elementi skupa X se nazivaju tacke, elementi skupa T otvoreni skupovi, a komplementi
otvorenih skupova su tzv. zatvoreni skupovi. Neki podskupovi u X mogu biti i otvoreni i
zatvoreni (kao §to su () i X), ili ni jedno ni drugo. Pokrivac skupa X je skup podskupova u X,
takav da njihova unija daje ceo skup X; pokrivac¢ se naziva otvorenim ako se sastoji iz otvorenih
podskupova.

Na istom skupu se mogu zadati razlicite topologije, sto znaci da struktura topoloskog prostora
nije odredena samim skupom X, ve¢ se posebno uvodi, u zavisnosti od osobina koje prostor treba
da ima. Uspostavljanje topoloske strukture eksplicitnim nabrajanjem svih otvorenih skupova je
moguce samo u krajnje jednostavnim primerima. Umesto toga, koristi se predbaza: to je svaki
podskup skupa T iz koga se dozvoljenim operacijama (proizvoljne unije preseka kona¢no mnogo
podskupova) moze dobiti svaki neprazan otvoreni skup, i time rekonstruisati 7. Svaki pokrivaé¢
skupa X je predbaza neke topologije. Kaze se da je topologija T finija od topologije 7' na istom
skupu, ako je 7' C T.

Zadatak 1.1: Na skupu X = {a,b, ¢} odrediti sve moguce topologije.

Podstruktura se uvodi na prirodan nacin:

Definicija 1.2 (X', T") je topoloski potprostor prostora (X, T) ako je X' podskup u X, a otvoreni
skupovi iz T' su preseci otvorenih skupova iz T 1 X'.

Otvoreni skupovi su osnov za odredenje pojma susedstva, okoline, Sto kona¢no omogucuje
razvijanje ideje bliskih tacaka u R™. Okolina O, tacke x je svaki podskup skupa X koji sadrzi
otvoren skup kome pripada x. Kwvaziokolina tacke z je okolina te tacke iz koje je izuzeta sama
tacka x.

Neprekidna preslikavanja se pojavljuju kao morfizmi topoloskih prostora.

Definicija 1.3 Preslikavange 1 topoloskog prostora (X, T) u prostor (X', T") je neprekidno ako
je za svaki otvoreni skup T' C X' i skup v~ (T") C X otvoren. Homeomorfizam (topoloski
izomorfizam) dva topoloska prostora je preslikavanje 1 koje je obostrano jednoznacéno, neprekidno
it je neprekidno.

Povezujuéi otvorene skupove, neprekidna preslikavanja u svoju definiciju ukljucuju okoline
tacaka: okolina lika je lik okoline originala; u R™ se to pojavljuje kao uobicajeni € — ¢ koncept
neprekidnosti [A1]. U ovom kontekstu se ¢esto pojavljuje i problem kako odabrati topologiju na
skupu Y da preslikavanje f topoloskog prostora (X, 7Tx) na Y bude neprekidno. Ovakva topo-
logija postoji, i u opstem slucaju nije jedinstvena. No, jednoznacno je odredena najfinija medu
takvim topologijama, tzv. faktor topologija, u kojoj je otvoreni skup svaki skup U C Y za koji
je f7YU) otvoren (ocigledno je u pitanju topologija, jer je inverzna slika unije ili preseka pod-
skupova jednaka uniji, odnosno preseku, inverznih slika podskupova). Kao i svaki izomorfizam,
homeomorfizam uspostavlja relaciju ekvivalencije u skupu topoloskih prostora. Osobine prostora
koje se odrzavaju pri homeomorfnim preslikavanjima nazivaju se topoloske invaryjante.

Zadatak 1.2: Odrediti koji su od prostora iz zadatka 1.1 medusobno homeomorfni. Neka je X’ = {a,b} C X =
{a,b,c}. Za svaku topologiju iz zadatka 1.1 odrediti topologiju na X’ tako da je X’ potprostor. Proveriti da li je
kanonicna injekeija i : X' — X definisana sa i(x) = = neprekidna.
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Zadatak 1.3:° Pokazati da je preslikavanje f : (X,7) — (X', T’) neprekidno ako i samo ako je za svaki zatvoreni
skup skup C' € X' i f~1(C") C X zatvoren.

Zadatak 1.4: Na realnoj osi otvoreni intervali ¢ine predbazu standardne topologije. Kakvi su skupovi: (a,b),
(a,00), [a,b], {a}, (a,b]. Uporediti € — § definiciju neprekidnosti sa definicijom 1.3.

Definicija 1.4 Direktni proizvod topoloskih prostora (X, T) i (X', T") je skup X x X' sa topo-
logijom cija je predbaza {T xT' | T € T, T € T'}.

1.1.2 Granic¢ne tacke i zatvarac

Okoline tacaka omoguc¢avaju nov pogled na topologiju: iz svih mogué¢ih podskupova koji sadrze
neku tacku, topologija izdvaja otvorene okoline; time se u specificnom smislu odreduje odnos
tacaka prema nekom podskupu (leme 1.1, 1.2), §to sa svoje strane daje ekvivalentni opis topologije
preko novog pojma, konvergencije.

Definicija 1.5 Granicna tacka podskupa A topoloskog prostora je svaka tacka x € X cija svaka
kvaziokolina sadrzi neku tacku iz A. Zatvarac A podskupa A je presek svih zatvorenih skupova
koji sadrze A. Skup A je gust u topoloskom prostoru (X,T) ako je A = X.

Zadatak 1.5: Na skupu X = {a,b,c} je zadata topologija T = {0,{a},{a,b},{a,c}, X}. Odrediti okoline i
kvaziokoline svih elemenata. Na osnovu toga za sve podskupove u X naéi grani¢ne tacke i zatvarac i ispitati da
li su gusti.

Jedna znacajna karakterizacija otvorenih i zatvorenih skupova, vezana za intuitivni nastanak
ovih pojmova, dobija se preko okolina:

Lema 1.1 Podskup A topoloskog prostora (X,T) je:
(i) otvoren ako i samo ako sadrzi bar jednu okolinu svake svoje tacke.

(ii) zatvoren ako i samo ako sadrzi sve tacke koje nemaju okoline disjunktne sa A.

mDokaz: (i) Neka je T unija svih otvorenih podskupova u A. Sledi da je T podskup u A, i to otvoren. Ako A
sadrzi okolinu svake svoje tacke z, tada je x iz T, tj. A =T. U obrnutom smeru je iskaz ocigledan, jer ako je A
otvoren, on je jedna okolina svake svoje tacke.
(ii) Skup A je zatvoren ako i samo ako je B = X\ A otvoren. B sadrzi neku okolinu svake svoje tacke, i ona je
disjunktna sa A. Prema tome, ako i samo ako svaka okolina neke tacke ima neprazan presek sa A, tacka pripada
skupu X\B = A. 1

Treba istac¢i da grani¢na tacka skupa ne mora nuzno da bude iz skupa. Tako je npr. u gruboj
topologiji 7 = {0, X} svaka tacka prostora X grani¢na tacka svakog podskupa A C X. U stvari,
samo zatvoreni skupovi sadrze sve svoje grani¢ne tacke, o cemu govori

Lema 1.2 (i) Podskup topoloskog prostora je zatvoren ako i samo ako sadrzi sve svoje granicne
tacke.
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(ii) Unija podskupa i svih njegovih granic¢nih tacaka je zatvoren skup, i to bas zatvarac podskupa.

mDokaz: (i) Neka je T? = T, \{z}. Skup A sadrzi svaku svoju grani¢nu tacku ako i samo ako VT2 T2 N A # ()
povlaci x € A, a ovo je ekvivalentno iskazu da svaka okolina tac¢aka iz A ima neprazan presek sa A, tj. zatvorenosti
(lema 1.1).
(ii) Prvo treba pokazati da je navedena unija zatvoren skup, tj. da je komplement ove unije otvoren. Neka je
x € X iz navedenog komplementa. Tada postoji otvorena okolina T, tacke x koja je disjunktna sa A. Pri tome
nijedna tacka ove okoline nije grani¢na za A, jer bi inace ta okolina morala da sadrzi i neku ta¢ku iz A. Unija svih
ovakvih okolina je otvorena, te je i ceo komplement otvoren. Sada je preostalo da se dokaze da se prisajedinjenjem
grani¢nih tacaka dobija upravo zatvara¢. Ako je x grani¢na tacka za A, onda je ona i grani¢na tacka za svaki
nadskup skupa A, te pripada svakom zatvorenom nadskupu od A, stoga i zatvara¢u A. Obrnuto, posto je veé
dokazano da je pomenuta unija zatvoreni skup, ona je i nadskup zatvaraca, te mu je jednaka. 1

Lema 1.2 pokazuje da se topologija na skupu moze uvesti nekim pravilom —/konvergencija
— koje svakom podskupu pridruzuje sve njegove granicne tacke: konvergencija odreduje sve
zatvorene, samim tim i otvorene skupove, pa je ekvivalentna zadavanju topologije.

Zadatak 1.6:° Pokazati da je skup racionalnih brojeva gust u R.

1.1.3 Klasifikacija topoloskih prostora

Topoloski prostori su matematicke strukture nastale uopstavanjem osobina iskustvenih prostora
R" i njihovih podskupova. Zato su najvazniji primeri topoloskih prostora vektorski prostori R", sa
topologijom cija je predbaza skup svih otvorenih lopti u R". Na primer, standardna topologijau R
je odredena predbazom ¢iji su elementi otvoreni intervali; slicno, predbaza standardne topologije
u R3 su otvorene lopte (bez granicnih sfera). Za ovu topologiju pojam neprekidnosti se poklapa
sa uobicajenim pojmom u analizi. Ubuduée ¢e pod R™ biti podrazumevan upravo ovaj topoloski
prostor.

Neke od poznatih osobina podskupova u R™ ne slede iz definicije 1.1, pa se dodatno uvode.
Ovde ¢e biti razmotrene osobine povezanosti, razli¢ivosti, separabilnosti i kompaktnosti, jer su
vazne u teoriji Hilbert-ovih prostora i Lie-jevih grupa. Osobina povezanosti bazira na uobic¢ajenoj
predstavi o skupovima u R? koji se sastoje od jednog ili vise odvojenih delova, komponenti.
Razli¢ivost je uopstenje ideje razlikovanja dve tacke u R3, u smislu moguénosti da se svaka od
njih okruzi malom loptom tako da se ove lopte ne seku. Separabilnost omogucava karakterizaciju
celog prostora preko podskupa sa prebrojivo mnogo elemenata (npr. linearne kombinacije bazisa
sa racionalnim koeficijentima u vektorskom prostoru). Kompaktnost je generalizacija osobine
nekih skupova u R? da su ograniceni na neki konaéni deo celog prostora i da imaju jasno izrazenu
granicu.

Definicija 1.6 Topoloski prostor (X, T) je:

(1) povezan ako nije disjunktna unija dva neprazna otvorena podskupa, a maksimalni povezani
potprostor X, koji sadrzi tacku x € X naziva se komponenta tacke x;

(ii) putno povezan ako za sve parove tacaka x iy iz X postoji put v iz x uy, gde je (neprekidni)
put i kriva iz x u y neprekidno preslikavanje ~ intervala [0,1] C R uw X takvo da je
70) ==z iy(1) =y;
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(iii) Hausdorff-ov (ili Ty-razliciv) ako svake dve tacke imaju disjunkine okoline';
(iv) separabilan ako u njemu postoji prebrojiv gust podskup;
(v) kompaktan ako svaki otvoren pokrivaé sadrzi konacan potpokrivac®.

Povezanost i putna povezanost nisu u opstem slucaju ekvivalentne osobine; pokazuje se da iz
druge sledi prva, ali ne i obrnuto.
Zadatak 1.7: Proveriti osobine prostora iz zadatka 1.1.

Kod putno povezanih prostora moze se definisati jedna grupa, vezana za petlje, tj. zatvorene
puteve iz x u z. v je nulta petlja iz x ako je y(t) = z za t € [0,1]. Ako su v i+ dve petlje iz z,
njihova kompozicija, petlja 7' * v, je sukcesivni obilazak ~ i +':

/ B ’y(zt)y te [07 %]
(V%)) = {7/(%_ ), telz1]

Dva puta v i 4" iz x u y su homotopna ako postoji neprekidna deformacija kojom se jedan
preslikava u drugi (precizno, postoji neprekidno preslikavanje h kvadrata [0, 1] x [0,1] u X takvo
da je h(0,t) = ~(¢) i h(1,t) = +/(¢); tako se intuitivan pojam neprekidne deformacije v u +/
vidi kao postojanje neprekidne familije medupolozaja s, s € [0,1], izmedu x i y, nastalih pri
"prevlacenju”, deformisanju puta v u «/, slika 1.1). Homotopija je relacija ekvivalencije medu
putevima izmedu istih tacaka: klase homotopije su medusobno homotopni putevi. Pokazuje se
da je skup klasa homotopije petlji u nekoj tacki grupa u odnosu na kompoziciju indukovanu
kompozicijom petlji. Kod putno povezanih prostora ova grupa je ista u svakoj tacki: ako je v
petlja u z, a v,y put iz & U y, Yy * 7 * Yy je petlja u y, 1 postoji bijektivna veza medu petljama u
razlicitim tackama. Stoga je ona karakteristika samog prostora i naziva se fundamentalna grupa,
m1(X). Kaze se da je prostor prosto povezan ako je ova grupa jednoclana, odnosno 7-povezan u
opstem slucaju.

s 4 x )
1 >
4!
e
g T - Yy
Yo Y
— ( J
0 1 ¢

Slika 1.1: Homotopni putevi.

Razli¢ivost, separabilnost, povezanost, putna povezanost, fundamentalna grupa i kompakt-
nost spadaju u topoloske invarijante. Pokazuje se da je direktni proizvod topoloskih prostora
povezan, prosto povezan, kompaktan ako i samo ako su i faktor prostori takvi.

1Cesto se i za ovaj pojam koristi termin separabilnost, koji u ovom tekstu ima drugo znacenje.
2Ponekad se ovo svojstvo naziva i bikompaktnost.
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1.2 METRICKI PROSTORI

Za precizno izrazavanje bilo kakvih razmisljanja, znaci u fizici, neophodno je uvesti kvantifikaciju
velicina. Najjednostavniji primer je rastojanje u R3. Veé uvedeni topoloski pojmovi se u R3 lako
izrazavaju, jer predbazu standardne topologije ¢ine otvorene lopte (uopstenja otvorenih intervala
iz R), a za njihovu definiciju se koristi upravo rastojanje medu tackama. Daljom generalizacijom
se dobija pojam metrike, neophodan za uspostavljanje veze konvergencije (time i topologije) u
dosadasnjem smislu sa onim iz realne analize.

Definicija 1.7 Metricki prostor je par (X, d) skupa X i nenegativne funkcije (metrika) na skupu
X x X, sa sledeé¢im osobinama:

(1) d(z,y) = 0 ako i samo ako je v = y;
(1) d(z,y) = d(y,x) za sve x,y iz X (simetricnost);
(111) d(x,y) + d(y, z) > d(x, 2) za sve x,y,z iz X (nejednakost trougla).

Otvorena lopta radijusa r sa centrom u z je podskup B(x,r) o {y € X|d(z,y) < r}. Ako
se skup svih otvorenih lopti metrickog prostora uzme za predbazu, dobija se tzv. metricka
topologija. U odnosu na nju, zatvorene lopte (u definiciji otvorene lopte se znak < zameni sa <)
postaju zatvoreni skupovi.

Poseban znacaj metrickih prostora se ogleda u mogucénosti da se pojam konvergencije nizova
formulise kao u R", preko brojnih nizova u R.

Definicija 1.8 Niz {x,} = {1, %9, ...} elemenata metrickog prostora (X, d) konvergira ka tacki
x € X, {z,} — x ili im, .z, = x, ako niz realnih brojeva {d(x,,z)} konvergira ka 0. Niz
{z,} se naziva fundamentalan (Cauchy-jev) ako za svako € > 0 postoji prirodan broj ng takav da
je za sve prirodne brojeve n,m > ng ispunjeno d(x,, x,,) < €. Metricki prostor je potpun ako je
svaki fundamentalni niz konvergentan.

U odnosu na metricku topologiju skup limesa konvergentnih nizova iz A C X se poklapa sa
zatvaracem skupa A: svaka tacka x iz A je limes konstantnog niza z,, = , a tacka z iz A\A
se moze dobiti kao limes niza {z,} iz A (npr. z, € B(z,=) N A postoji po definiciji 1.5, a
konvergira ka z u smislu definicije 1.8). To znaci da je zatvoren skup onaj koji sadrzi limese svih
svojih konvergentnih nizova. Lako je proveriti da je svaki konvergentni niz fundamentalan, te
potpunost prostora omogucuje izjednacavanje pojmova konvergencije i fundamentalnosti nizova;
ovo je vazno jer konvergencija operise sa ve¢ poznatom grani¢nom tackom niza, a njeno nalazenje
¢esto predstavlja tehnicki problem.

U istom prostoru se moze naci vise razlicitih metrika, koje indukuju svoje topologije i kon-
vergencije; ako je potrebno takvi pojmovi bic¢e razlikovani dodavanjem oznake metrike: d-
konvergencija, i>, d-potpunost, itd.

Zadatak 1.8: U vektorskom prostoru H(F) je zadat skalarni proizvod. Pokazati da je rastojanje da(z,y) def

| — y|| jedna metrika u H. Da li je F” sa standardnim skalarnim proizvodom da-potpun?
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Zadatak 1.9: C§°(R) je skup svih beskonacno diferencijabilnih kompleksnih (ili realnih) funkcija realnog ar-
gumenta, koje su samo unutar nekog kona¢nog intervala nenulte (nekad ista oznaka podrazumeva i odredenu
topologiju, §to ovde nije slucaj). Pokazati da je ovaj skup vektorski prostor. U tom prostoru je zadat je-

dan skalarni proizvod izrazom (f,g) def Jg f*gdt. Pokazati da prostor nije dy-potpun (zadatak 1.8). (Uput-

1, [t < =t
: n____ 2
stvo: razmotriti niz kn(t) = < a,(|t|), =L <|t| <1, gde je a,(t) = (1 4+ e" 177 #-1)"1) Pokazati da je
0 lt] > 1

doo (2, 9) e max{|z(t) — y(¢)|[t € R} druga metrika u istom prostoru. Da li je C§°(R) do-potpun? Napisati
eksplicitno uslove konvergencije za obe metrike.

1.3 MNOGOSTRUKOSTI

Realni vektorski prostori su strukture na kojima je razvijen aparat analize, u ovom trenutku
verovatno najvaznije matematicko orude fizike. Medutim, ispostavilo se da razli¢iti fizicki sistemi
ne dozvoljavaju opis u terminima vektorskih prostora (npr. konfiguracioni prostori razli¢itih
prostih sistema ne moraju biti linearni: konfiguracioni prostor dvostrukog klatna je torus), mada
zadrzavaju neophodnost diferencijalnog racuna. Tako je doslo do uopstavanja pojma vektorskog
prostora.

1.3.1 Struktura mnogostrukosti

Definicija 1.9 Hausdorff-ov topoloski prostor (M, T) je n-dimenzionalna glatka mnogostrukost
ako

(1) postoji atlas skupa M, tj. skup uredenih parova (karte) A = {(Uy,a)} skupova Uy, koji
obrazuju otvoreni pokrivac¢ skupa M, i homeomorfizama 1, sa U, u R";

(ii) atlas je gladak: za svaka dva nedisjunktna skupa U, i Ug, realna funkcija realnih promenljivih

Yap = Ypothyt 1 0o (UaNUg) — ¥s(U,NUg) je beskonacno diferencijabilna na v, (UsNUg).

Drugim rec¢ima, u okolini svake tacke mnogostrukost izgleda kao prostor R", a sve okoline su
glatko spojene (sl. 1.2). Svaka karta (U,,1,) uvodi sistem koordinata na U,, tako §to tacki m
iz. U, pridruzuje koordinate njenog lika 1, (m) iz R".

Zadatak 1.10: Moze li kompaktna mnogostrukost imati atlas sa samo jednom kartom?
Zadatak 1.11: Uvesti strukturu mnogostrukosti na kruznicu S*.

Zadatak 1.12: Pokazati da su R™ i C" mnogostrukosti.

Lokalno predstavljanje mnogostrukosti u R” omoguéuje prenosenje aparata analize na njih.
Osnovna ideja je uvodenje pojma glatkosti za funkcije medu mnogostrukostima, sto se obi¢no
¢ini u dva koraka.

Definicija 1.10 Preslikavanje f : M — R je glatko u tacki m € U, C M, ako je realna
funkcija realnih promenljivih fo = f o o (U,) — R beskonacno diferencijabilna u 1 (m).
Preslikavange f : M — R je glatko na M, ako je glatko u svakoj tacki m iz M.
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Skup preslikavanja iz M u R glatkih u tacki m € M se oznacava sa C°(M), a algebra glatkih
funkcija (operacije su proizvod i linearne kombinacije) na M sa C*(M). U drugoj etapi se ista
ideja uopstava:

Definicija 1.11 Preslikavanje F' : M — N mnogostrukosti M na mnogostrukost N je glatko
ako je za svako f € C*(N) preslikavanje fo F : M — R iz C*(M). Obostrano glatka bijekcija
F' se naziva difeomorfizam (ili izomorfizam mnogostrukosti M i N.

Difeomorfizam je relacija ekvivalencije medu mno-
gostrukostima. U tom smislu se dve difeomorfne [ = = »
mnogostrukosti smatraju jednakima. Na istom to- IR R
poloskom prostoru se mogu zadati razliciti atlasi,
i time dobiti razlicite mnogostrukosti. Ukoliko je
identicno preslikavanje skupa M na sebe difeomorfi-
zam u odnosu na razlicite atlase A i B, smatra se
da je u pitanju ista mnogostrukost, te se pod atla-
som mnogostrukosti zapravo podrazumeva skup svih
mogucih atlasa difeomorfno povezanih identi¢nim pre-
slikavanjem. Odmah je jasno da je pojam karte dra-
sticno prosiren, tj. karta iz bilo kog atlasa postaje
karta ovako shvacene mnogostrukosti. Skup takvih
karata daje maksimalni atlas, tzv. glathu strukture na
M.

Pokazuje se da je svaku mnogostrukost moguée di-
feomorfno preslikati u neku hiperpovrs realnog pro-
stora dovoljno velike dimenzije. To omogucava da se
pojmovi uvedeni unutrasnje, u terminima same mnogostrukosti, uporede sa odomacenim geome-
trijskim predstavama iz euklidskih prostora. Na primer, u R” skup je kompaktan ako i samo ako
je zatvoren i ogranicen, a povezanost i putna povezanost su ekvivalentni.

Prilikom razmatranja fizickih problema cesto se relevantna mnogostrukost moze na odredeni
nacin faktorisati, tj. shvatiti kao proizvod vise mnogostrukosti (npr. kada se razmatra konfigu-
racioni ili fazni prostor slozenog sistema). Ne ulaze¢i u opstiju konstrukciju raslojenih prostora,
takode neizbeznih u fizici, bi¢e razmotren samo najjednostavniji slucaj.

Slika 1.2: Karte na mnogostrukosti.

Definicija 1.12 Direktni proizvod mnogostrukosti M i N (dimenzija nyr @ ny ) sa atlasima A
i B je mnogostrukost M x N dimenzije nyr +ny sa atlasom A x B = {(Uy X Vg, X @5)}.

Ovde je atlas direktni proizvod atlasa faktor mnogostrukosti, pri cemu su preslikavanja karata

Yo X g M x N = R"™TN su (Yo X @g)(m,n) = (a(m), pa(n))).
Za proizvod povezanih mnogostrukosti se dokazuje

Lema 1.3 Ako su M i N povezane mnogostrukosti, onda je m (M x N) = m (M) x m(N).

Zadatak 1.13: Pokazati da je torus difeomorfan proizvodu S* x S!.

Zadatak 1.14:° Dokazati lemu 1.3.
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1.3.2 Tangentni prostor

Definicija 1.13 Glatka kriva je preslikavanje v : [0, 1] — M koje moze biti prosireno do glatkog
preslikavanja nekog otvorenog intervala u M.

To znaci da za neko € > 0 postoji preslikavanje v : [—¢,1 4 ¢] — M koje je glatko: naime, za
svaku tacku t € [—¢,1 + €] se moze naéi neko 6 > 0, tako da deo krive y((t — d,¢ + §)) bude u
jednoj karti U, mnogostrukosti; glatkost znaci da je preslikavanje ¢, 0y : (t —8,t+0) = 1o (Uy)
(iz R u R"™) beskonac¢no diferencijabilno za svaku tacku intervala.

Definicija 1.14 Tangentni vektor na krivu v u tacki m = v(t,,) (tm € [0,1]) je preslikavanje
Viltm) : O (M) — R dato sa v(ty)f = L(f 0v)|imt,, 2a svako f € C2(M).

Posebno, kada je M neka hiperpovrs u euklidskom prostoru R”, uobicajena predstava tan-
gentnog vektora koordinatno (”parametarski”) zadate krive y(t) = x(t) = (z'(¢),...,2"(t)) u
tacki m = x(t,,) je vektor @) = (dﬁléfm), ey dxnd(;m)

1.14 isti pojam uvodi kao preslikavanje iz C’OO(M) uR:

m)f = Z dt Oz Zf|ae Y(tm)> (1.1)

tj. kao izvod u pravcu tangente na krivu 'y(t).

Preslikavanje v.(t,,) je o¢igledno linearno (uz prirodnu definiciju linearnih kombinacija funk-
cija iz C°(M)), a zadovoljava i Leibnitz-ovo pravilo, te je u pitanju diferenciranje u C2(M).
Mada je (1.1) izvedena za funkcije iz R", ona obuhvata i opéti slu¢aj mnogostrukosti: na karti

). Diferencijalno-geometrijska definicija

(Un, ¥a), kojoj pripada 7(t,,), kriva v odreduje krivu fya wa oy u Y,(U,) C R", a funkcija
f realnu funkcuu realnih promenljivih f,, (iz definicije 1.10), i (1.1) vazi za njih; no, tada je
Yau(tm) fa = L(for;' 01ha07)|imt,, = Vs(tm) [, Sto znaci da se (1.1) odnosi i na proizvoljnu mno-
gostrukost, prl ¢emu su z° koordinate na razmatranoj karti. Konceptualni znacaj ovog zakljucka
lezi u moguénosti da se u (1.1) 'y*( m) shvati kao linearna kombinacija vektora koordinatnog

bazisa 8; & = 2 ov(tn) = Y, 29, Postaje otigledno da za razlicite krive kroz tacku
m, tangentni vektori ¢ine vektorski n-dimenzionalni tangentni prostor, T, (M). U terminima
obicne geometrije, to je hiperravan tangenti na mnogostrukost u tacki m. Ako se za apsolutni
bazis u R" uzme koordinatni bazis 0|, , tj. tangentni vektori na koordinatne linije, usposta-
vlja se potpuna korespondencija intuitivne slike tangentnog prostora i tangentnih vektora, sa
diferencijalno-geometrijskom definicijom.

COsSx —sIno«

Zadatak 1.15: Za skup matrica sina cosa ) pokazati da ¢ine mnogostrukost u R* (prostor svih matrica

R?2), i odrediti tangentni prostor u jediniénoj matrici.

Treba zapaziti da razlicite krive kroz m mogu imati iste tangentne vektore, tj. da je korespon-
dencija krivih i tangentnih vektora jednoznacna samo u jednom smeru. Ocigledno je, medutim,
da za svaki vektor X,, € T,,(M) postoji bar jedna kriva v kroz m, za koju je X,, tangentni
vektor: X, = >, ¢'0; je tangentni vektor krive v(¢) = ¢ (t¢" + mt, ... tg" + m") (za t = 0),
pri ¢emu su m'’ koordinate tacke 1,(m). U istom kontekstu se i razlicite parametrizacije iste (u
obi¢nom geometrijskom smislu) krive moraju smatrati razli¢itim, sa razlicitim, mada kolinearnim,
tangentnim vektorima: ako je s = s(t) realna funkcija na [0, 1], onda je 7. (tm) = %7.(s(tm)).



Poglavlje 2

HILBERT-OVI PROSTORI I
OPERATORI

Fizicki sistemi se opisuju nekim skupom stanja, i najcesée je to vektorski prostor. Razlicite
fizicke veli¢ine, kao i promene stanja opisuju se operatorima u takvim prostorima.

2.1 HILBERT-OVI PROSTORI I RASPODELE

Za fiziku su najvazniji prostori realnih ili kompleksnih funkcija definisanih na nekom podskupu
u R” (rede u C"). Konacno-dimenzionalni primeri su prostori polinoma P, stepena manjeg od k,
sa skalarnim proizvodom fab f5(t)g(t)p(t)dt (gde je p(t) pozitivna neprekidna funkcija na [a, b];
u slu¢aju realnih polinoma nema konjugacije).

Jasno, od svojih poklonika fizika o¢ekuje znatno vise. Polinomi odredenog stepena, ili slicne
simplifikacije, nedovoljan su okvir za postavku razli¢itih problema, obi¢no izrazenih preko nepri-
jatno brojnih i komplikovanih diferencijalnih jednacina klasi¢ne ili kvantne teorije. Kao rezultat
fizickih zahteva, pojavljuju se separabilni Hilbert-ovi prostori. Medusobno su izomorfni (ako su
iste dimenzije). Za kona¢no-dimenzionalne slucajeve je stoga dovoljno prouéiti prostore brojnih
kolona, dok se prostor brojnih nizova (odnosno beskonaénih kolona) pojavljuje kao predstav-
nik klase beskonacno-dimenzionalnih prostora. Za konstrukciju najces¢e potrebnog beskonacno-
dimenzionalnog prostora, Lebesgue-ovog, pojam funkcije se mora generalisati, ¢ime se dobijaju
raspodele. One i same nalaze svoje mesto u fizickim problemima.

2.1.1 Hilbert-ovi prostori

Vel je pokazano (zadatak 1.8) da su vektorski prostori sa skalarnim proizvodom jedna klasa

metrickih prostora, sa rastojanjem ds(x,y) o |z — y|| kao metrikom. Takvi prostori ne moraju
biti potpuni (zadatak 1.9), niti metricka topologija a priori obezbeduje svojstvo separabilnosti.

Definicija 2.1 Hilbert-ov prostor nad poljem F, H(F) je vektorski prostor (nad poljem F) sa
skalarnim proizvodom, potpun u odnosu na metriku ds.

10
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Zadatak 2.1: Dali je C§°(R) Hilbert-ov prostor? A prostor £2([—1, 1]) neprekidnih funkcija na intervalu [—1, 1],
sa skalarnim proizvodom (f,g) = f_ll fr(t)g(t)de?

Zadatak 2.2:* [? je skup realnih (ili kompleksnih) nizova z = {&,} za koje je > =, [&|* < o0, u kome je definisan

skalarni proizvod sa (z,y) def Yoo, & ;. Pokazati da je 12 Hilbert-ov prostor.

Potpunost znaci da svaki Cauchy-jev niz u odnosu na normu definisanu skalarnim proizvodom
konvergira elementu iz H. Medutim u prostoru sa skalarnim proizvodom moze se definisati jos
jedan tip konvergencije, tzv. slaba konvergencija, — (za razliku od obicne, tzv. jake): niz {z,}
slabo konvergira ka vektoru x ako za svako y € ‘H brojni niz {(z,,y)} konvergira ka (z,y).
Definicije konvergencija i potpunosti, uz oznake vezane za vektorske prostore postaju:

{zp,} =z |z, — || — 0;

{z,} Cauchy — jev : |xn — x| — O;
potpunost : ||z, —zn|| -0 = JxeH |z,—z|—0;
{zn} = @ VyeH {(zn,y)} = (z,y)

Ako nije naglaseno da se radi o slaboj podrazumava se ds-konvergencija.

TN TN N TN
_~ W N
N’ e N N

Zadatak 2.3: Pokazati da jaka konvergencija povlaci slabu. Ispitati obe konvergencije niza {x(”)} iz 1? definisa-
no M) = §s
g sa gL — Ung-

Konvergencija je nova, topoloska struktura Hilbert-ovog prostora, sto se odrazava na znacenje
izvedenih pojmova, npr. podstrukture i morfizma. Homomorfizam nije samo linearno, ve¢ i
neprekidno preslikavanje, sa osobinom da je niz likova konvergentnog niza i sam konvergentan,
pri ¢emu se limes niza preslikava u limes likova. Medu linearnim. funkcionalima, tj. linearnim
preslikavanjima iz H(FF) u IF, izdvaja se klasa neprelkidnih funkcionala: ¢ : H(F) — F uz uslov da
je za svaki konvergentni niz {x, } iz H i niz {¢(z,,) } konvergentan u F i da je lim ¢(z,,) = ¢(lim z,,).
Samo za ovakve funkcionale vazi Riesz-Fréchet-ov teorem o egzistenciji dualnog vektora. Odavde
je jasno da prostor svih linearnih funkcionala nije izomorfan sa H. Poilprostor je zatvoreni lineal,
tj. lineal M za koji je M = M. Na standardan nacin se uvodi pojam ortokomplementa, i
pokazuje se da je ortokomplement bilo kakvog skupa potprostor. Vazi i teorem o projekciji:

YVM<H VeeH IAmeM i ImeMt  z=m+m'.

Zadatak 2.4: Koji su od sledeéih funkcionala u [? linearni i neprekidni (x = {£,}): ¢1(2) = &n, d2(2) = En+Ensas
(bd(x) - Zfil giv (;54(53) = Zzoil |€i|27 (]55((E) - Singnv (;56(‘7;) — é

Zadatak 2.5: Ispitati da li su lineali i potprostori M; = {x € I? | & =0 za i > 10} i My = {x €
2] 32, & = 0}. Dali su kona¢no-dimenzionalni lineali potprostori?

Kod konacno-dimenzionalnih vektorskih prostora, uslov potpunosti je uvek ispunjen, jer se
svaki Cauchy-jev niz u bilo kom bazisu svodi na Cauchy-jeve, tj. konvergentne (zbog potpunosti
R) brojne nizove komponenti; kako ima samo kona¢no mnogo komponenti, norma vektora ¢ije
su koordinate ovi limesi je konac¢na, te je vektor iz prostora. S druge strane, prebrojivi skup
racionalnih linearnih kombinacija vektora nekog bazisa daje gust skup u takvom prostoru, i
postaje jasno da je separabilnost povezana sa postojanjem prebrojivih bazisa. Pri tome se i sam
pojam bazisa uvodi u skladu sa svim postoje¢im strukturama (linearna, unitarna i topoloska),
¢ime se izbegavaju moguce komplikacije do kojih dovode pokusaji uopstavanja definicije bazirane
samo na linearnoj [C2]:
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Definicija 2.2 Ortonormirani bazis Hilbert-ovog prostora je niz vektora {e,} sa osobinama:
(i) (ei,ej) =46;; (ortonormiranost);
(ii) 0 je jedini vektor ortogonalan na sve elemente niza (potpunost niza).

Na osnovu ovakvog pojma bazisa, izdvaja se klasa separabilnih Hilbert-ovih prostora, u kojima
je moguce relativno slobodno koristiti aparat linearne algebre (razvijen za kona¢no-dimenzionalne
vektorske prostore), i koji su u osnovi formalizma modernih fizickih teorija.

Teorem 2.1 Hilbert-ov prostor je separabilan ako i samo ako sadrzi prebrojivi ortonormirani
bazis.

mDokaz: Ako je separabilan, H sigurno sadrzi gust prebrojiv podskup, npr. Y = {y; | i = 1,2, ...}. Primenjujuéi
Gram-Schmidt-ovu proceduru na Y, dobija se ortonormirani niz {e;}. Potrebno je pokazati jo§ potpunost ovoga
skupa. Neka je z € H ortogonalan na sve vektore e;. Posto je Y gust, za svako € > 0 postoji y € Y takvo da je
lz—y|| < e. Iz samog algoritma Gram-Schmidt-a sledi da je y konac¢na linearna kombinacijay = ). €;e;. Vidi se da
je z vektor ortogonalan i na vy, jer je ortogonalan na sve ¢lanove ove sume. Stoga je €2 > ||z —y|* = ||z]>+||y||?, te
je ||z]] = 0, odnosno, z = 0. Postojanje ortonormiranog bazisa povlaci separabilnost, posto su linearne kombinacije

sa racionalnim koeficijentima gust skup. 1

Lema 2.1 Za ortonormirani niz {e;} sledeéi iskazi su ekvivalentni:
(i) Potpun je;

(ii) Ve e H x =7, ei(e;, ) (Fourier-ov razvoj);

(iii) Ve,y e K (z,y) = > ooy (2, €)(es,y) (Parseval-ova jednakost);

(iv) Ve e H x| =Y o2, [(es,2)|* (Pitagorina jednakost).

Fourier-ovim razvojem se uspostavlja izomorfizam svakog separabilnog Hilbert-ovog prostora
sa kona¢no-dimenzionalnim prostorom kolona ili prostorom 2.

Zadatak 2.6:° Dokazati lemu 2.1. Pokazati separabilnost {2 na dva nacina.

Zadatak 2.7: Pokazati da je niz x = (1, %, ey %, ... ) linearno nezavisan u odnosu na vektore apsolutnog bazisa.

Zadatak 2.8:° Neka je H" Y @ ®H ntostruki tenzorski stepen Hilbert-ovog prostora H(F), pri ¢emu
—_——

n

je HO ©f B U A" se skalarni proizvod indukuje iz ‘H na uobic¢ajen nacin. Fock-ov prostor ®4 je skup svih
nizova {z = {2, 2M 2@ 1| 2 € H'} za koje vazi Y i, ||+ < oo sa skalarnim proizvodom (z,y) o

Z;’fl(x(i),y(i)). Pokazati da je ovo Hilbert-ov prostor. Ispitati separabilnost, i naéi jedan ortonormirani bazis

(akg postoji) u ®4. Ako je H =F (R ili C), sta je ®y?
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2.1.2 Raspodele

Konstrukcija za fiziku potrebnih funkcionalnih prostora obi¢no pocinje od prostora C3°(R) svih
beskonacno diferencijabilnih funkcija koje su van nekog kona¢nog intervala jednake nuli (ovo
podseCa na cest zahtev da fizicke veli¢ine, npr. polja, budu lokalizovane u nekom delu pro-

stora i da imaju sve izvode). Pored metrike dy, indukovane skalarnim proizvodom (f,g) o

J X (t)g(t) dt, na C3°(R) je definisana i metrika doo(z,y) o max;erd{|z(t) — y(t)|}; prostor nije
potpun ni za jednu od tih metrika (zadatak 1.9). Generalizacije na prostore C§°(R") ili C§°(D),
gde je D neki domen u R", te unosenje tezinske funkcije u skalarni proizvod, nije tesko izvrsiti.

Topologija u C§°(R) do sada nije bila razmatrana'. U skladu sa komentarom nakon leme
1.2, dve uvedene metrike indukuju dve konvergencije i dve topologije. No, za fiziku potrebna
topologija nije metricka, a zadaje se novom konvergencijom, koja je u izvesnom smislu pojacanje
d~-konvergencije.

Definicija 2.3 Niz funkcija {f.} iz C§°(R) konvergira ka funkciji f € C§°(R) u Schwartz-ovom
smislu, {fn} K f, ako u R postoji ograniceni interval izvan koga su sve funkcije niza jednake 0,
a niz {fn} i svi nizovi izvoda {f,(Lm)} konvergiraju uniformno (tj. ds) na R ka f, odnosno f™.

Ovakva konvergencija istovremeno tretira sve izvode funkcija niza, i odgovara intuitivnoj
fizickoj pretpostavci da se i izvodi bliskih polja malo razlikuju. Sada se moze govoriti o nepre-
kidnosti pojedinih preslikavanja C§°(R). Za dalju konstrukciju, a i inace u fizici, posebno su
znacajni neprekidni linearni funkcionali.

Definicija 2.4 (i) Raspodela (nopstena funkcija) ¢ je linearni funkcional na prostoru C§°(R)
neprekidan u odnosu na Schwartz-ovu konvergenciju: { f,} 2 f povlaci {6(fn)} = o(f).

(i) Niz raspodela {¢,} konvergira ka raspodeli ¢, ako je Vf € CP(R)  {on(f)} — o(f).

Prostor svih raspodela se oznacava sa C§°(R)’.
1z definicije sledi da sve funkcije iz C§°(R) pripadaju i C§°(R)’ u smislu da svaka takva funkcija
f definiSe neprekidni funkcional ¢; kao dualni u odnosu na skalarni proizvod:

g€ CF(R) os(g) / F(B)(t) dt. (2.5)

Medutim, konvergencija i neprekidnost funkcionala nisu izvedeni iz metrike skalarnog proizvoda,
pa nema analoga Riesz-Fréchet-ovog teorema; drugim recima ima raspodela za koje ne postoji
dualna funkcija u C§°(R) (naime, definicija 2.3 je veoma jak uslov za nizove {f,}, ¢ime se njihov
broj smanjuje, te je zahtev neprekidnosti na njima, trazen za raspodele, slabiji uslov od ds-
neprekidnosti). Na primer, postoje funkcije f ¢ C§°(R) koje uslovom (2.5) definisu linearni
neprekidni funkcional. Ova ¢injenica se koristi za oznac¢avanje raspodela kao funkcija, pisanjem
preko integrala (2.5) i u slu¢ajevima kada za datu raspodelu u Cg°(R) ne postoji dualna funkcija;
dobijene "funkcije”, za razliku od obi¢nih, ne moraju imati definisanu vrednost u svakoj tacki

'Sreéom, ozbiljno neée ni biti.
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realne ose, jer je sam funkcional definisan na ¢itavim funkcijama (ovo je poreklo termina uopstena
funkcija). Uz to, takvo pridruzivanje funkcija funkcionalima nije ni jednoznacno (zadatak 2.10).
Definicijom 2.4 je uvedena jedna konvergencija u skupu raspodela. Nije oc¢igledno da je funk-
cional ¢, koji figurise kao limes niza raspodela i sam raspodela; no, to potvrduje jedna od brojnih
znacajnih teorema L. Schwartz-a. Izraz (2.5) daje moguénost da se konvergencija raspodela shvati
i kao konvergencija funkcija ka raspodelama, imajuci u vidu pomenutu identifikaciju raspodela i
funkcija. Tada za nizove iz C§°(R) definicija 2.4(ii) postaje slaba konvergencija za metriku ds.

1, teX .. .. .
Zadatak 2.9: Pokazati da su Xa,b] (t)7 gde je XX(t) déf {0 ' ¢ b% karakteristi¢na funkcua skupa X C R, 1
def 0, t<a .. . .. L. .. .. .
0.(t) = Lo (Heaviside-ova ili stepenasta funkcija) raspodele. Naéi jedan niz iz C§°(R) koji konvergira
, t>a

ka X[a,b] (t)

Zadatak 2.10: Koje raspodele definisu funkcije f(t) = 01 f(t) = x{a}(t). Uopstiti rezultat.

Zadatak 2.11: Pokazati da je §(f) def f(0) raspodela, i odrediti osnovna svojstva njoj dualne Dirac-ove 0-
funkeije: 6(f) = [ 6(¢) f(t)dt

Zadatak 2.12: Pokazati da niz f,,(t) = %e_"%z konvergira ka §(¢) (zadatak 2.11).

Zadatak 2.13: Neka je n(f) def 5. p- fR + f(t) dt (glavna vrednost integrala). Pokazati da je ovo jedna raspodela.

Izraz (2.5), u pomenutom prosirenom smislu identifikuje neke raspodele sa funkcijama, i
dozvoljava uopstavanje operacija sa funkcijama na raspodele. Ali, posto slozeno pitanje kakve
se "funkcije” mogu uzeti za f, u ovom tekstu nije razmatrano, operacije koje ¢e biti nabrojane
treba shvatiti uslovno: u svakom konkretnom slucaju treba proveriti da li je operacija definisana,
tj. da li je njen rezultat raspodela®. /zvod raspodele ¢ je raspodela ¢ definisana sa Vf €

CeR) ¢'(f) & —¢(f") (jasno je da se ovakva definicija dobija parcijalnom integracijom u
(2.5)). Na slican nacin se uvode i integral raspodele, smena promenljivih, sabiranje i proizvod
raspodela.

Zadatak 2.14: Definisati integral raspodele.

Zadatak 2.15: Neka je a(t) funkcija iz C5°(R) takva da Jednacma s = a(t) ima jedinstveno resenje t = b(s). Iz
izraza za smenu promenljivih u integralu, [, ¢(a(t)) = [z &( (s))|b' ()| ds, izvesti smenu promenljivih
kod raspodela.

Zadatak 2.16: Izracunati 0y(t — a), 0/,(t), sign’(t), XEa.b] (t), [t]" (ceo deo od t), |t|', |t|”.

Zadatak 2.17: Izracunati t6(t), §(a(t)), 6(sin(t)), §(t> — 1), §(t), i integral delta funkcije.

2Iskustvo svedoéi da fizika zadovoljava antimarfijevski postulat: sve §to je potrebno je i dozvoljeno. Tako
su fizicari uspesno i ta¢no koristili raspodele dosta pre nego Sto je sadrzaj ovog poglavlja i postojao: §-funkcija
(Dirac-oval), njeno diferenciranje i sl. su i otvorili ovu oblast matematike.
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2.1.3 Lebesgue-ov prostor

Veéinu fizickih zahteva zadovoljavaju prostori tipa C§°(R), no oni nisu potpuni, $to neke in-
tuitivne predstave o konvergenciji moze uc¢initi netac¢nim, a donekle usloznjava i za fiziku neop-
hodnu teoriju operatora. Stoga je potrebno izvrsiti "upotpunjavanje”, tj. dopunjavanje limesima
Cauchy-jevih nizova, ¢ime se dobijaju funkcionalni Hilbert-ovi prostori, tzv. Lebesgue-ovi pro-
stori. Njihov znacaj se ogleda vec u ¢injenici da su to prostori stanja kvantnih sistema, tj. njihovi
vektori su fizicka polja. Ispostavlja se da se upotpunjavanje moze izvrsiti u okviru C§°(R)’, o
¢emu svedoci

Lema 2.2 Limesi Cauchy-jevih nizova iz C3°(R) su raspodele. Pri tome Cauchy-jevi nizovi { f,, }
i {gn} konvergiraju ka istoj raspodeli, ako je || f, — gnl| — O.

mDokaz: Neka je {f,} Cauchy-jev niz funkcija iz C§°(R), tj. niz koji zadovoljava uslov (2.2). Kako je 0 <
N fell =l fmlll < |[fn— fmll, brojni niz {|| fx||} je Cauchy-jev. Skup realnih brojeva je potpun i taj niz konvergira bez
obzira na konvergentnost { f,, }. Za proizvoljnu funkciju g € C5°(R) vazi |( frn, 9)—(fm, 9)| < | fo—Fmllllgll; Sto znaci
da je Cauchy-jev, tj. konvergentan i svaki brojni niz (f,, g). S druge strane, izrazi Vg € C§°(R) ¢, (g) def (fn,9)
definisu niz raspodela, koji konvergira ka raspodeli ¢ definisanoj sa Vg € C§°(R) ¢(g) = lim(f,,g), (definicija
2.4). Pri tome Cauchy-jevi nizovi {f,} i {gn} za koje je || fn — gnl]l — 0, definisu istu raspodelu, jer je tada
Vh € C°(R)  [(fu,h) = (gn: R)| < [|BJl[| fn = gnll — 0. W
Sada je ostatak konstrukcije jasan; preostala je

Definicija 2.5 Lebesgue-ov prostor £2(R) je Hilbert-ov prostor raspodela koje su limesi Cauchy-

jevih nizova iz C§°(R), sa skalarnim proizvodom (lim f,, lim g,,) of Hm(f,, gn)-

4 )

oo/ e’}
Co |2 0

{zn} x

- /

Slika 2.1: Konstrukcija Lebesgue-ovog prostora. Cauchy-jev niz {x,} iz C3° konvergira ka
r iz C, pa je x iz L2.

Treba zapaziti da je pocetni prostor, C3°(R), podskup Lebesgue-ovog, jer se za svaku funkciju
pocetnog prostora moze obrazovati niz ¢iji su svi elementi upravo ta funkcija, a koji o¢igledno
konvergira ka njoj. Prostor svih raspodela je nadskup Lebesgue-ovog, jer u njemu pored raspo-
dela iz £L?(R) postoje na primer i raspodele odredene preko (2.5) funkcijama koje nisu iz C§°(R)
(zadatak 2.18). Potpunost Lebesgue-ovog prostora (definicija 2.5 kaze da je to Hilbert-ov pro-
stor), nije ocigledna, ve¢ se posebno dokazuje (slicno potpunosti 1?,[A3]). Moze se redi i da je
Lebesgue-ov prostor zatvara¢ C§°(R) u odnosu na metriku ds.
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Zadatak 2.18: Dali su karakteristi¢na funkcija kona¢nog intervala, stepenasta funkcija i delta funkcija iz £2(R)?
Objasniti.

Za kvantnomehanicke primene je vazno znati da su medu elementima £2(R) i sve neprekidne
kvadratno integrabilne (tj. sa kona¢nom normom) funkcije (zadatak 2.19). Skup ovih funkcija
se oznacava sa L2(R). Prema tome, pokazano je da vazi: C°(R) < L2(R) < L3(R) < C°(R)'.
Vidi se da je prostor £2(R), kao i C§°(R) po konstrukeiji, gust u £?(R).

Zadatak 2.19: Pokazati da sve neprekidne kvadratno integrabilne funkcije pripadaju £2(R).
Zadatak 2.20: Proveriti da li neprekidne funkcije iz £?(R) teze nuli kad ¢t — oo.

Postojanje ortonormiranih bazisa u Lebesgue-ovim prostorima, tj. separabilnost ovih pro-
stora, mora se posebno proveriti. £?(R) je separabilan Hilbert-ov prostor (zadatak 2.21). U
kvantnoj mehanici je vazno utvrditi separabilnost sire klase Lebesgue-ovih prostora (promena
skalarnog proizvoda i domena definisanosti funkcija). Rezultate sumira

Teorem 2.2 Neka je za —o0 < a < b < oo na intervalu (a,b) funkcija s(t) nenulta (osim u
najvise prebrojivo mnogo tacaka), neprekidna i zadovoljava uslov |s(t)| < Ce™® (0 < C,§ < o0).
Tada je niz funkcija T, < {t"s(t) | n =0,1,...} potpun u L*(a,b) (tj. samo je nulta funkcija
ortogonalna na sve funkcije niza).

Stoga su svi prostori £2(a, b) separabilni, a ortonormirani bazisi u njima se mogu na¢i Gram-
Schmidt-ovom procedurom iz Ts. Tako dobijeni ortonormirani bazisi su oblika {p,(t)s(t) | n =
0,1,...}, gde je p,(t) polinom n-tog stepena. Teorem se moze shvatiti i kao tvrdenje da su ovi
polinomi ortonormirani bazisi u prostorima £2((a,b), p), u kojima je skalarni proizvod definisan
tezinskom funkcijom p(t) = |s(t)]?.

Zadatak 2.21: Pokazati separabilnost a) £2(—1,1); b) £2((0,00),e7); ¢) L2(R,e~*) i d) L2(R). Proveriti da
se ortonormalizacijom skupa T iz teorema 2.2. dobijaju:

a) za s = 1, Legendre-ovi polinomi P, (t) = (_12)7:;”,\2/’%“ dn(}i;f)";

(—1)"

n!

tdhe tt™ .
e

b) za s =1, Laguerre-ovi polinomi L, (t) = e

n n —2
¢) za s = 1, Hermite-ovi polinomi H,(t) = \/(271)‘f t* d detnf ;
mnly/mT

2 2
d) za s = ez, Hermite-ove funkcije 1, (t) = e~ 2 H,(t).

Zadatak 2.22: Pokazati da je u prostoru £2(—a,a) niz {e,(t) = \/%emT” | n=0,%1,...} jedan ortonormirani
bazis. Sta je Fourier-ov red periodiéne funkcije?
Zadatak 2.23:° By je prostor svih trigonometrijskih polinoma (linearne kombinacije funkcija {ey(t) = e | A €

R}). Pokazati da je Vf,g € By (f,9) Lef limp_, o % f_TT f*(t)g(t) dt jedan skalarni proizvod u ovom prostoru).
Pokazati da je Lebesgue-ov prostor B dobijen zatvaranjem By u odnosu na metriku ovog skalarnog proizvoda
neseparabilan.

Glavni koraci u konstrukciji Lebesgue-ovog prostora su zadavanje pocetnog (nepotpunog)
prostora C§°(R), definicija neprekidnosti koja odreduje prostor neprekidnih linearnih funkcionala
CeP(R)', i izdvajanje £?(R) kao zatvaraca C$°(R) u Cg°(R). Na taj nacin je zajedno sa L£%(R)
uvedena trojka (C5°(R), L2(R), C5°(R)'). Ispostavlja se da je to sasvim opsti slucaj: za svaki

Hilbert-ov prostor H moguce je konstruisati gust podlineal A sa topologijom koja zadovoljava

uslov da su funkcionali Vo € H Vy € A ¢,(y) o (x,y) neprekidni na A. Tada je H podskup

vektorskog prostora A’ svih neprekidnih funkcionala na A. Tako se, kao zakljucak, formulise

Definicija 2.6 Opremljeni Hilbert-ov prostor je trojka (A, H, A", gde je A gust lineal u Hilbert-
ovom prostoru H, a A’ prostor neprekidnih funkcionala na A.
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2.2 OPERATORI U HILBERT-OVIM PROSTORIMA

Teorija operatora u Hilbert-ovim prostorima pored stavova opstih za sve vektorske prostore
ukljucuje i aspekte, cesto veoma komplikovane, vezane za topolosku strukturu. To se odnosi
i na svojstveni problem. Za fiziku su od posebnog znacaja hermitski (jer predstavljaju fizicke
veli¢ine, a njihove svojstvene vrednosti su brojevi koji se dobijaju fizickim merenjima) i unitarni
operatori (opisuju simetrije i evoluciju sistema).

2.2.1 Osnovne osobine operatora

Pojam linearnog operatora se uvodi kao u konacno-dimenzionalnom prostoru, osim Sto se ne
zahteva da je operator definisan na celom prostoru; ne ukljuc¢uje se neprekidnost, tj. uskladenost
sa topoloskom strukturom.

Definicija 2.7 Operator (linearni) A sa domenom D(A) C H i oblastu likova (kodomenom)
R(A) C H je linearno preslikavanje D(A) na R(A). Operator A’ je prosirenje operatora A (A C
A'), ako je D(A) C D(A"), aVa € D(A) Az = A'z. Operator A je ogranicen ako postoji pozitivna
konstanta K takva da je Vx € D(A) ||Az|| < Kl|z||; norma ||A|| operatora A je najmanje K
koje zadovoljava uslov ogranicenosti. Operator A je invertibilan ako mu je nulpotprostor samo
nulti vektor; tada postoji inverzni operator A=Y @ R(A) — D(A), takav da su AA™' i A71A
identicna preslikavanja. 7Zbir A+ B dva operatora je operator definisan na D(A) N D(B) kao
(A+B)z = Azxz+Bx; proizvod BA dva operatora je operator definisan na {x € D(A)|Ax € D(B)}
kao BAx = B(Ax).

Linearnost operatora, tj. zahtev da se svaka linearna kombinacija vektora iz domena presli-
kava u linearnu kombinaciju likova, implicitno znaci i da je domen (stoga i oblast likova) lineal.
Progirenje na potprostor D(A) postoji i jedinstveno je samo kada je A ogranicen: tada je niz likova
konvergentnog niza konvergentan, i prosireni operator A se zadaje relacijom A lim z,, = lim Az,
¢ime se odmah dobija neprekidnost operatora A (kaze se da se A progiruje po neprekidnosti). To
znaci da je za linearne operatore, neprekidnost ekvivalentna ogranicenosti.

Zadatak 2.24: Dali A(&y,&,...) def (€1,V2&,...) 1 B(&, &1,...) def (0,&0,V2€1,...) definidu linearne opera-
tore u [?? Odrediti AB, N = BA, [A, B]. Koji su od ovih operatora ograni¢eni? Odrediti im nulpotprostore.

Zadatak 2.25: k(s,t) je neprekidna funkcija na kvadratu [a,b] X [a,b]. Sa Kz(t) = f: k(t,s)x(s)ds je zadat
linearni operator u L£2(a,b) (integralni operator sa jezgrom k(s,t)). Odrediti osnovne osobine ovog operatora.
Napisati eksplicitno izraz (z, Ky).

Zadatak 2.26: Neka je m(t) neprekidna ogranic¢ena funkcija. Odrediti osobine multiplikativnog operatora M f =
mf. Moze li se M izraziti kao integralni operator?

Zadatak 2.27: Pokazati da je Df(t) = f'(t) linearni operator u £2(a,b). Ispitati mu osnovne osobine. Uopstiti.
Sta su reSenja linearne diferencijalne jednacine?

Zadatak 2.28: Ispitati osobine operatora u £2(R): a) T,x(t) = 2(t + a) (translacija za a € R); b) S, pz(t) =
t t b _
{a:( ) te(ab) (suzenje na (a,b)); c¢)Df(t) = lim, M Mogu i se izraziti u obliku integralnih

0, t¢(ab)
operatora?
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Operacija adjungovanja je u kona¢no-dimenzionalnim prostorima zasnovana na Riesz-Fréchet-
ovom teoremu, tj. ¢injenici da za svako z i y postoji jedinstveno resenje z jednacine (z,z) =
(y,Ax). To daje moguénost da se uvede operator A" kao Afy = z, tj. (Afy,z) & (y, Ax).
U definiciji 2.7 se ne zahteva da je A svuda definisani operator i jedinstvenost reSenja gornje
jednacine se eksplicitno obezbeduje: oc¢igledno, mogu se adjungovati samo operatori sa domenom

gustim u H.

Definicija 2.8 Ako je D(A) = H, adjungovani operator A" se definise na D(AT) & {y €
H| Fz2(y) € H Vo € D(A) (z,2) = (y, Ax)} relacijom: Yo € D(A) Vy € D(AT) (y, Ax) =
(Aty,z). Ako je Va,y € D(A) ispunjeno (y, Az) = (Ay,x), tj. ako je A C AT, kaZe se da je
A hermitski (simetrican) operator, a autoadjungovan je ako je A = AT. Unitarni operator je
invertibilni operator definisan na H takav da vazi A~ = AT,

U daljem tekstu se podrazumeva da operator koji se adjunguje ima gust domen. Operator
(AN)T postoji samo kada je D(A') gust, i tada je prosirenje operatora A. Kako je ortokomplement
bilo kakvog skupa potprostor, a R(A) to ne mora biti, oblast likova operatora i nulpotprostor
adjungovanog operatora zadovoljavaju relaciju:

R{A) = N(ATY* (26)
Zadatak 2.29:° Pokazati da kada postoji (AT vazi A c (AT)T.
Zadatak 2.30:° Dokazati jednakost (2.6).
Zadatak 2.31: Odrediti AT, BT, NT (zadatak 2.24).

Zadatak 2.32: Sta je adjungovani operator integralnog operatora? Sta su jezgra simetri¢énih, autoadjungovanih
i unitarnih operatora?

Zadatak 2.33: Pronaci adjungovane operatore za T,, S(4) (zadatak 2.28). Ispitati da li su unitarni, simetricni,
autoadjungovani i idempotentni.

Zadatak 2.34: Izraz Pf(t) = —if'(t) razli¢itim izborima domena generise familiju operatora impulsa u £2(a,b).
Osim prirodnog, maksimalnog domena D(P) = {f € £?(a,b) | f' € L£L*(a,b)}, moguda su suzenja. Npr. D(P}) =
(£ € L2(a,b) | ' € L2(a,b), fla) = f(b) = O}, D(P2) = 1 € L2(a,b) | ' € L3(a,b), F(b) = O}, D(Fy) = {f €
L£2(a,b) | f € L2(a,b), fla) = f(b)}, D(Pp) = {f € L2(a,b) | f' € L%(a,b), f(b) = e f(a)}. Ispitati koji od
ovih operatora su prosirenja ili suzenja drugih, koji su simetri¢ni, a koji autoadjungovani. Razmotriti operator P
u L%(R) i £%(0, 00).

Zadatak 2.35: Neka su p(t) i ¢(t) beskona¢no difrencijabilne realne funkcije, pri ¢emu je p(t) pozitivna na
intervalu [a, b]. Sturm-Liouville-ov operator u £2(a, b) definise se kao Z f = —(pf’)’ +qf na domenu D(Z) = {f €
L%(a,b) | Zf € L%(a,b), f(a) = f(b) = 0}. Pokazati da je autoadjungovan.

Zadatak 2.36: Kakav je operator M (zadatak 2.26) u £2(a,b) definisan na maksimalnom domenu. Razmotriti
i slucaj L2(R).
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2.2.2 Spektar i rezolventni skup operatora

U konacno-dimenzionalnom prostoru se obi¢no razmatraju samo operatori definisani na celom
prostoru (jer se zakljucci lako prenose i na operatore definisane na nekom potprostoru). Spek-
tar takvog operatora A je skup o(A) svojstvenih vrednosti A, dok je rezolventni skup p(A)

komplement spektra u kompleksnoj ravni. Isti skupovi se mogu definisati i preko rezolvente

R.(A) o (A —al)~! operatora A: « € p(A) ako je rezolventa definisana, i tada je njen domen,

tj. oblast likova operatora A — al, ceo prostor, a inace je a € o(A).

U beskonacno-dimenzionalnom Hilbert-ovom prostoru se moze desiti da domen rezolvente
nije ceo H, cak i kada « nije svojstvena vrednost. To ukazuje na vise tipova tacaka spektra. U
daljem izlaganju spektralne teorije koristi se adjungovanje operatora, te ¢e klasifikacija delova
spektra biti izvrsena za slucaj operatora sa domenom gustim u H. U matematickoj literaturi
postoji vise klasifikacija. Ovde izlozena terminoloski odgovara normalnim operatorima, za koje
je [AT, A] = 0, ¢ime su obuhvatéeni za kvantnu mehaniku relevantni autoadjungovani i unitarni
operatori.

Definicija 2.9 Rezolventni skup p(A) operatora A cine kompleksni brojevi « za koje je R, (A)

ograniceni operator sa gustim domenom?® u H. Spektar operatora A je skup o(A) o C\p(A4),
koji se sastoji iz tri disjunktna podskupa:

(1) « je iz diskretnog spektra Po(A) (ili svojstvena vrednost za A) ako postoji svojstveni vektor

x#0 (4. Az = ax; tada R.(A) nije definisan);

(i) « je iz neprekidnog spektra Co(A) ako je R,(A) neogranic¢eni operator definisan na gustom
skupu u H;

(iii) « je iz rezidualnog spektra Ro(A) ako postoji R, (A), ali mu domen nije gust u H.

Simetri¢ni, autoadjungovani i unitarni operatori imaju specificne spektre, zbog cega i jesu
vazni u fizici.

Lema 2.3 (i) Diskretni i neprekidni deo spektra simetriénog operatora su realni.
(i) Spektar autoadjungovanog operatora je realan, a nema rezidualnog dela.
(iii) Spektar unitarnog operatora je na jedinicénoj kruznici i nema rezidualnog dela.

mDokaz: (i) Iz definicije simetri¢nog operatora sledi da je (z, Az) realno za svako = iz D(A), i imaginarni deo
jednagine Az — ax = y skalarno pomnozene sa z je —||z|°*Ima = Im(z,y). Stoga, za o € R i = # 0 mora biti

y # 0, tj. a ¢ Po(A). Dalje, koriste¢i nejednakost Schwartz-a nalazi se relacija [Imal||z||?* < ||z]/||yl|, iz koje

llvll
[Ima|?

nije realan ne moze biti ni iz C'o(A), tj. moze pripadati rezidualnom spektru ili rezolventnom skupu simetri¢nog

se, zamenjujuéi x = R, (A)y, dobija ||Ra(A)y|| < odnosno ogranicenost rezolvente. To znaci da broj koji
operatora.
(ii) Neka je A autoadjungovan i a (pa ni «*) mu nije svojstvena vrednost, odnosno N(A — al) = 0. Zbog
R(A—al) = N(A - a*1)* = H sledi da je D(R4(A)) = R(A — al) gust u H, i a ne moze biti iz rezidualnog
spektra. B

3Drugim re¢ima, A — a1 je bijekcija ¢iji se inverz moze po neprekidnosti prosiriti na ceo H.
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Zadatak 2.37: Dokazati navedene osobine spektra unitarnog operatora.

Zadatak 2.38: Pokazati da ako je a € Po(A) onda a* € Po(A") U Ro(AT).

Weyl-ov Eriterijum prepoznavanja tacaka diskretnog i neprekidnog spektra je zasnovan na
postojanju aproksimativnog resSenja svojstvenog problema. Ispostavlja se da za svako « iz nepre-
kidnog spektra postoji normirani niz {2} koji proizvoljno dobro aproksimira svojstveni vektor,
u smislu ||Az% — az?]| — 0. Naravno, ovo je ispunjeno i za diskretni spektar (dovoljno je po-
smatrati niz ¢iji su svi ¢lanovi bas svojstveni vektor), ali ne i za tacke rezolventnog skupa: zbog

Ed]

ogranicenosti rezolvente, ||R,(A)z| < ||[Ra(A)|||x], sledi ||Az — az|] > TR

Zadatak 2.39: Odrediti spektre: a) A, AT i N iz zadatka 2.24; b) M iz zadatka 2.26; posebno razmotriti operator
koordinate: m(t) = t; c) operatora P; iz zadatka 2.34; d) T, iz zadatka 2.28; e) S(, ) iz zadatka 2.28.

Zadatak 2.40: Fourier-Plancherel-ov operator u L2(R) je Ff(t) = \/%7 Jre ¥ f(s)ds. Odrediti mu spektar.
(Uputstvo: proveriti da su Hermite-ove funkcije svojstveni vektori.)

Zadatak 2.41: Neka je A autoadjungovani operator u £%(a,b). Pokazati da je ﬁA autoadjungovani operator
u L2((a,b), p) i postaviti svojstvenu jednac¢inu za poslednji operator.

Ako je A’ prosirenje operatora A, postoje odredene
veze medu pojedinim delovima spektra ovih operatora.
Ro(A) Svojstveni vektor od A je svojstven i za A’, te je
Po(A) C Po(A). Iz relacije D(R,(A)) C D(R,(A"))
sledi da ako drugi domen nije gust u H ne moze biti
ni prvi, odnosno Ro(A’) C Ro(A). Konacno, ako je
R, (A) neogranicen, ni njegovo eventualno prosirenje ne
moze biti ograni¢eno. Prema tome, u opStem slucaju
prosirivanje operatora dovodi do prelaska tacaka medu
delovima kompleksne ravni u skladu sa dijagramom 2.2.

Co(A)~ p(A4)

Po(A)

Slika 2.2: Promena delova spektra
pri proSirenju operatora.

2.2.3 Spektralna forma kona¢no-dimenzionalnih operatora

U ovom odeljku ¢ée biti razmotrena veza spektralne forme i rezolvente normalnog operatora u
konacno-dimenzionalnom prostoru, $to ¢e omoguéiti generalizaciju na Hilbert-ove prostore. Ako
su P; projektori na (medusobno ortogonalne) svojstvene potprostore za svojstvene vrednosti o
operatora A, spektralna forma je poznati izraz: A =), a;F;. Ro(A) je matri¢na funkcija kom-
pleksne promenljive «, i njena spektralna forma je R, (A) =), TI_QPZ Vidi se da su svojstvene
vrednosti operatora A polovi rezolvente. Zbog ogranicenosti skupa svojstvenih vrednosti, po-
stoji neki konaéni pozitivni broj a > |a4], tj. svi polovi rezolvente su skoncentrisani u krugu
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radijusa a. Izvan tog kruga R,(A) je analiticka, i moze se predstaviti redom (smena £ = é daje
Ro(A) = —£(1 — £A)™L, gde je drugi faktor geometrijski red):

1 1 1
Ro(A) = ——(1+ ~A+ A+ ..) o >a

Cauchy-jeva formula ¢, = 7= C ];((f)nﬂ d¢ za koeficijente reda f(z) = > c,(z — z0)" (C je
kontura u domenu analiti¢nosti f), postaje:
m 1 m
A" = — @ a™R,(A)da, m=0,1,2...,
21 Jo

gde je C neka kontura koja obuhvata sve svojstvene vrednosti A, npr. kruznica radijusa veceg
od a (slika 2.3). Posebno, za m = 0 i m = 1 nalazi se:

1 1
1=-—¢ Ry(A)da , A=-— ¢ aR.(A)da 2.7
omi P, (4) dov om0t (4) (2.7)

Maksimalnim sazimanjem konture C', ona se raspada na skup malih kruznica C; oko svojstvenih

C
L J O -
1 KS\r//‘"”’QOﬂ
T <7
&%) 02

Qg

Slika 2.3: Sazimanje konture integracije oko svojstvenih vrednosti.

vrednosti (slika 2.3). Neka je P; © ;1§ Ro(A)dai D; € 2L §, (o — ;) Ra(A) da. Prethodne
jednakosti postaju

1=) P i A:Z(aiPmLDi).

Lako se proverava da su P; svojstveni projektori (zadatak 2.42), te su poslednji izrazi razla-
ganje jedinice i spektralna forma. Stoga su kod normalnih operatora svi operatori D; jednaki
nuli, a P; su hermitski medusobno ortogonalni projektori.

Zadatak 2.42:° Dokazati da za «, 8 € p(A) vazi %/w = Ro(A)Rp(A).

Zadatak 2.43:° Proveriti da su operatori P; definisani u prethodnom tekstu projektori na svojstvene potprostore
operatora A, te da vazi P;P; = 0;; F;.
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O: O] UOQ
4 € Cy € C, €

Slika 2.4: Kontura integracije za autoadjungovani operator. Levo: spektralna forma (2.7);
sredina: neprekidnost projektorske mere (2.8); desno: projektor intervala. Svuda je € > 0.

2.2.4 Kanonic¢na forma autoadjungovanih operatora

Kako kod autoadjungovanih operatora nema rezidualnog spektra, a kontinuirani i diskretni su
skoncentrisani na realnoj osi, kontura integracije u izrazima (2.7) moze se uzeti kao na slici 2.4.
Kao i u kona¢no-dimenzionalnom slucaju, svaka tacka, s, spektra odreduje projektor P;, a
njihov zbir je projektor, jer su medusobno ortogonalni. To daje moguénost da se svakom realnom
broju t pridruzi projektor E; koji je zbir projektora P; za sve tacke spektra manje ili jednake ¢.
Tako je na R definisana projektorska funkcija F;, kojoj, u skladu sa rezultatima prethodnog
odeljka, odgovara kontura C; (slika 2.4):

def 1
E, = — A)do. 2.
t= 5 . R,(A)do (2.8)

Horizontalni delovi konture se nalaze u rezolventnom skupu; na njima je rezolventa ograniceni
operator, sa domenom gustim u H, odnosno sa jedinstvenim prosirenjem po neprekidnosti na
ceo H. Ako je t € p(A), isto vazi i za ostatak konture, i integral (2.8) je korektno definisan. Ako
jet € Co(A), rezolventa je neograniceni operator u tacki ¢, tako da (2.8) treba shvatiti u smislu
glavne vrednosti. Konacno, ako je t € Po(A), rezolventa ne postoji u tacki ¢; sa druge strane,
takve tacke su izolovane, pa je projektorska funkcija (2.8) definisana u njihovoj okolini, §to se
koristi za prosirenje domena ove funkcije na Po(A) po neprekidnosti zdesna: F; = lims_,o+ Fyys.

Veé¢ povrsna analiza osobina ove projektorske funkcije otkriva njena bitna svojstva. Ako je
t € Po(A), P, je netrivijalni projektor, dok u slucaju t € Co(A)Up(A) nema svojstvenih vektora
i svojstveni projektor je nulti operator. Stoga je izmedu tacaka diskretnog spektra E; neprekidna
(na intervalima iz rezolventnog skupa je konstantna), dok pri prolasku kroz svojstvenu vrednost
t vazi FEy, . — By = P,. Ipak, zahvaljujuéi nacinu definisanja za t € o(A), E; je na celoj realnoj
osi neprekidna zdesna. U limesima t — —oo i ¢ — +00, kontura integracije nestaje, odnosno
postaje C' (slika 2.4), te vazi

(i) B, = Jim By, (i1) EoEy = Eminfapy, (i) E_oo =0, (iv) Eyo = 1.
—0

Projektorske funkcije sa ovim svojstvima nazivaju se projektorske mere.
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Projektorska mera FE; svakom intervalu ¢ = [a,b] dodeljuje projektor P, = Ej, — E,, koji
odgovara konturi C, (slika 2.4). Otvorenim i poluotvorenim intervalima projektori se dodeljuju
na osnovu neprekidnosti zdesna. Ako je ¢ C p(A), rezolventa je unutar konture ogranicena, pa
je P, =0, dok ako ¢ sadrzi i tacke spektra, ovo ne vazi, te su takvi projektori nenulti.

Razlaganje jedinice i spektralna forma (2.7) postaju:

—00 —00

Izrazi (2.8) 1 (2.9) se mogu shvatiti kao skracenjaza Vo, y € H  (z, Evy) dof 2%1 fct(x, R, (A)y)da,
odnosno Vz,y € D(A) (z,Ay) = [*_td(z, Ey). U zadnjem figuriSe izvod funkcije (z, Eyy),
koja je deo po deo neprekidna, tj. moze se izraziti kao neprekidna funkcija kojoj je dodata
linearna kombinacija stepenastih funkcija. Zato je njen izvod u opstem slucaju raspodela koja
sadrzi linearnu kombinaciju -funkcija. Kada je spektar ¢isto diskretan, ta funkcija je deo po deo
konstantna, te je njen izvod linearna kombinacija d-funkcija za tacke diskretnog spektra, ¢ime se
dobija spektralna forma kao u konac¢no-dimenzionalnom prostoru.

U kona¢no-dimenzionalnim prostorima svaki normalni (pa i autoadjungovani) operator ima
ortonormirani svojstveni bazis. Ve¢ i najvazniji beskonac¢no-dimenzionalni operatori u fizici, ko-
ordinata i impuls, nemaju ovo svojstvo. Medutim, isti ti primeri daju moguénost da se neke
raspodele tretiraju kao svojstveni vektori: d-funkcije za koordinatu i ravni talasi za impuls (za-
datak 2.44). Jedan od znacajnih doprinosa teorije raspodela je generalizacija ovih zakljucaka na
proizvoljni autoadjungovani operator. Naime, ako je A autoadjungovani operator u H, moze se
konstruisati odgovarajuéi opremljeni Hilbert-ov prostor (A, H,.A") (definicija 2.6), takav da A’
sadrzi uopstene svojstvene vektore za tacke neprekidnog spektra A (koji se, u skladu sa pomenu-
tim Weyl-ovim zapazanjem, mogu aproksimirati nizom vektora iz Hilbert-ovog prostora). Jasno
je da oni ¢ine kontinuirani skup {e;}, te izrazi (2.9) za operatore sa ¢isto neprekidnim spektrom
mogu da se shvate i kao Fourier-ov razvoj

x—/Rﬁ(t)etdt Am—/Rtf(t)etdt,

u punoj analogiji sa konacno-dimenzionalnim slucajem. Ako autoadjungovani operator ima i
neprekidan i diskretan spektar poslednji izrazi postaju kombinacija sume po diskretnom i inte-
grala po neprekidnom spektru (rezultat je oc¢igledan po analogiji, ili na osnovu komentara nakon
(2.9)).

Zadatak 2.44: Odrediti uopstene svojstvene vektore operatora koordinate i impulsa (zadaci 2.34 i 2.39). Poka-
zati da su operatori koordinate i impulsa povezani Fourier-ovim operatorom (zadatak 2.40). Resiti zadatak 2.40
na osnovu ovoga.

2.2.5 Ortogonalni polinomi

Hilbert-ovi prostori i njihovi operatori ¢ine dobar okvir za razmatranje razlicitih linearnih dife-
rencijalnih jednacina fizike. Poznato je da su za fiziku najvaznije diferencijalne jednacine drugog
reda, a njihovu veliku klasu opisuje wopstena hipergeometrijska jednacina:
1 O, 0
w(t) + ——=u(t) +
(1) )+ 25

o(t)

u(t) = 0. (2.10)
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o(t) i 6(t) su polinomi stepena manjeg od 3, a 7(t) stepena manjeg od 2. ReSenja ovakvih
jednacina su zbog ¢estih primena standardizovana: specijalne funkeije. Smenom u(t) = ¢(t)y(t),
gde je ¢ reSenje jednacine ¢ = 7, a7 jedan od polinoma (stepena manjeg od 2)

¢

J’—%i\/(a’—%)Q Sk

T = — 0+ ko
2 2

(konstanta k se bira tako da je potkorena veli¢ina kvadrat binoma, sto se svodi na jedna¢inu po
k), nalazi se hipergeometrijska jednacina:

o()y"(t) +7(1)y'(t) = My(1); (2.11)

ovdeje A = —k—7', a7(t) = 2m(t)+7(t) (stepen 7 manji od 2). Gornji izraz se moze shvatiti kao
svojstveni problem linearnog diferencijalnog operatora. MnozZenjem cele jednacine funkcijom p(t)
koja je na intervalu (a, b) pozitivna i zadovoljava Pearson-ovu diferencijalnu jednacinu (op) = 7p,

nalazi se:
[o()p()y' ()] = Ap(t)y(t)
Tako je dobijen svojstveni problem (zadatak 2.41) Sturm-Liouville-ovog operatora (zadatak 2.35)

u prostoru £2((a,b), p). Na maksimalnom domenu na kome se moze definisati operator je sime-
trican, a pogodnim izborom granic¢nih uslova, tj. suzenjem, postaje autoadjungovan.

Teorem 2.3 Operator %i[a(t)p(t)i] sa domenom {f(t) € L*((a,b),p) | o(a)p(a)f(a) =

(0 dt dt
a(D)p(b)f(b) = 0} u L2*((a,b),p), gde je p ogmniéena pozitivna funkcija na (a,b) za koju vazi
(op) = Tp, ima diskretni spektar {\, = nt’ + ”( o’ | n=0,1,...} sa svojstvenim vektorima
xa(t) = f()”) 42" (t)p(t)] (Rodrigues-ov obmm() gde je B, konstanta normiranja.

Dakle, samo za one vrednosti A\ za koje postoji n takvo da je A = A, iz teorema 2.3, postoji,
i jedinstveno je do na konstantu, reSenje u = ¢z, jednacine (2.10) (pa i jednacine (2.11), koje
zadovoljava granicne uslove opisane u teoremu. Za druge vrednosti A ne postoje resenja ovakvog
tipa.

Lako je zapaziti da su resenja z,, polinomi stepena n. Ortogonalni su u prostoru £2((a,b), p),
jer su svojstveni vektori autoadjungovanog operatora za razli¢ite svojstvene vrednosti. Stoga su
do na konstantu jednaki polinomima koji se dobijaju ortonormalizacijom skupa {1,¢,#,...} (za-
datak 2.21). Nazivaju se klasicni ortogonalni polinomi; zbog mnogobrojnih primena niz njihovih
svojstava je proucen, a rezultati standardizovani i tabulirani (npr. [D1]). U stvari, u zavisnosti
od izbora ¢ i 7 nalaze se osnovni tipovi ovih polinoma, navedeni u tabeli 2.1, dok se ostale
mogucnosti dobijaju linearnom smenom promenljive ¢.

Klasi¢ni ortogonalni polinomi se mogu dobiti razvojem u stepeni red generatrise: G(t,s) =
S Imbgn ode je G, = 2o Tako se nalazi :

n=0 n!

1 - n O{ n SS
ngws’ o - e =Y,

n=0

Kako se ortogonalni polinomi mogu naéi (zadatak 2.21) Gram-Schmidt-ovim postupkom iz
skupa {1,¢,%%,...}, =, je ortogonalan na span ({1,¢,...,t""'}). Sledi da je tz,(t), kao polinom
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Tabela 2.1: Klasiéni ortogonalni polinomi. Medu Jacobi-jevim polinomima su Legendre-ovi

polinomi P, (t) = piov (t) i pridruzeni Legendre-ovi polinomi pm (t) = plmm (t).

| Naziv | (a,b) [ o(t) | T(t) | p(t) ES |
Jacobijevi || (—1,1) | 1—£ | f—a- (1= | PEP() = gt
—(a+B+2)t | x(1+8)° | L[(1—¢)"(1+¢)"H7]
Laguerre-ovi || (0, 00) t —t+a+1 t*et Le(t) = %—!a%—i[e*tt”+a]
Hermite-ovi || (—o0,00) | 1 —2t et H,(t) = — = o 4 [o—17]

\/ 2mnl/m din

stepena n + 1, ortogonalan na x(t) za k > n + 1, dok je x,(t) ortogonalan na sve polinome
trg(t) za k < n — 1. Stoga su Fourier-ovi koeficijenti (zx(t), tx,(t)) = (txk(t), z,(t)) u razvoju

polinoma tz,(t) nenulti samo za k =n — 1,n,n + 1. Tako se nalazi rekurentna relacija

tr,(t) = ch12n1(t) + cran(t) + cnr1ni1(2).

(2.12)

Potpuno analogno, posto je x/,(t) polinom stepena n— 1, moze se izraziti kao linearna kombinacija
polinoma stepena manjeg od n, ¢ime se dobija jednacina diferenciranja. Do konkretnih oblika
ovih relacija dolazi se ili direktnim trazenjem Fourier-ovog razvoja ili primenom generatrise:

(2n+ 1)tP,(t) =nP,_1(t) + (n+ 1) Poy1(t), tP.(t) = nP,(t) + P,_,(t);

LI (0) = @2n+a+ 1= L) — nln+ ) L (1),

n—1

— LiD(t) = —nLiF D (1);

Y

LHL(1) — nHr(8) = S Hoa(0), HL(1) = 2nH 1 (0).

Zadatak 2.45: Pokazati (2.12), i proveriti poslednje relacije.
Zadatak 2.46: Normirati Legendre-ove, Laguerre-ove i Hermite-ove polinome.

Zadatak 2.47: Resiti svojstveni problem hamiltonijana harmonijskog oscilatora: H = % + %t?

Zadatak 2.48: Resiti radijalni deo svojstvene jednacine hamiltonijana cestice u Coulomb-ovom polju:
2(E + Z) - )y = 0.

u” +



Poglavlje 3
TEORIJA GRUPA

Medu brojnim algebarskim strukturama, u fizici se najcescée koristi grupa. Dovoljno je setiti se da
je ova struktura ugradena u konstrukciju vektorskih prostora i polja. Medutim, grupe se u fizici
razmatraju i nezavisno, kao opis simetrije fizickih sistema. Imajuéi u vidu plodonosnost koncepta
simetrije, njegovu ugradenost u najdublja saznanja koja imamo, aspektima teorije grupa koji su
u tom kontekstu bitni (grupe transformacija, reprezentacije i indukcija) posvecena je posebna
paznja.

3.1 STRUKTURA GRUPE

3.1.1 Struktura i osnovni pojmovi

Poceci proucavanja grupa naziru se pred kraj 18. veka, a konacni naziv i danasnju definiciju dao
je Galois 1832. godine.

2

Definicija 3.1 Grupa je uredeni par (G, -) nepraznog skupa G i binarne operacije ”-”, pri ¢emu

su zadovoljene sledeée cetiri osobine, tzv. aksiomi grupe!:

(i) Binarna operacija je zatvorena: za svaka dva elementa a, b,€ G jeia-b € G. (Algebarska
struktura sa ovim svojstvom se naziva grupoid.)

(ii) Binarna operacija je asocijativna: za svaka tri elementa a,b,c € G vazia-(b-c) = (a-b)-c.
(Asocijativni grupoid se naziva polugrupa ili semigrupa).

(iii) U G postoji jedinstveni tzv. neutralni element, e: za svako a € G jea-e = e-a = a
(Polugrupa sa neutralnim elementom naziva se monoid.)

(iv) Za svaki element a iz G u grupi postoji jedinstveni inverzni element, a™': a-a™! = a™1-a = e.

Broj elemenata u grupi G se naziva red grupe i oznacava sa |G|. Kada je |G| konacan, kaZe se
da je grupa G konacna, a inace je beskonacna.
Je grup ) J

!Navedeni skup aksioma nije minimalan. Naime, moguée je zahtevati egzistenciju samo levog (ili samo desnog)
neutralnog i inverznog elementa, pa iz toga izvesti postojanje desnog (odnosno levog) neutralnog i inverznog
elementa.

26
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Veé¢ na osnovu definicije moguce je shvatiti osnovni razlog prodora teorije grupa u fiziku.
Naime, i na intuitivhom nivou je jasno da se za svaki fizicki sistem moze odrediti skup trans-
formacija koji ga ne menja. Na primer, za molekul, ili kristal, lako je uociti izvesne rotacije,
translacije ili refleksije, koje samo permutuju atome iste vrste, ¢ime se fizicka svojstva sistema ne
mogu promeniti. Ovakve transformacije se nazivaju transformacije simetrije, ili samo simetrije, i
nije tesko uveriti se da ¢ine grupu (zadatak 3.1), tzv. grupu simetrije sistema. U okviru razli¢itih
teorijskih formalizama fizike, simetrije sistema postaju transformacije koje ne menjaju veli¢ine
koje definisu dinamiku sistema, kao $to je hamiltonijan u kvantnoj mehanici (zadatak 3.2). Iako
je takve transformacije ¢esto tesko intuitivno interpretirati, one i dalje ¢ine grupu.

Zadatak 3.1: Dokazati da je skup svih transformacija koje ostavljaju fizicki sistem nepromenjenim grupa u
odnosu na operaciju uzastopnog izvodenja tih transformacija.

Zadatak 3.2: Dokazati da su skupovi svih nesingularnih, odnosno unitarnih operatora koji komutiraju sa ope-
ratorom H grupa.

Kaze se da je grupa komutationa ili Abel-ova, ako za svaka dva njena elementa a i b vazi
a-b="b-a. Kod Abel-ovih grupa grupna operacija se obicno oznacava sa ”+” i naziva sabiranje,
dok se element e oznacava sa 70" i naziva nulti. Kod ostalih grupa se operacija najcesée naziva
grupno mnozenje, njen znak se izostavlja, dok se termin neutralni element zamenjuje terminom
gedinicni element. Konacno, ukoliko se operacija podrazumeva iz konteksta, grupa se oznacava
samo simbolom skupa. Osim toga, konvencijom se mnozenje prosiruje i na podskupove grupe:
ako su A i B dva podskupa, njihov proizvod je skup AB = {ab | a € A ;b € B}.

Jedna od najvaznijih i najceSée koris¢enih osobina grupe je poznata kao

Lema 3.1 Lema preuredenja. Za svaki element g grupe vazi jednakost skupova: ¢G = Gg = G.

mDokaz:  Skup gG = {gh | h € G} ima |G| medjusobno razlicitih elemenata: inace bi iz jednakosti gh = gh’,

mnozenjem sleva elementom g~! sledila kontradikcija h = h’. Stoga mora biti jednak grupi. i

Kad je grupa konacna, njeni elementi se mogu numerisati, G = {g1 = €,62,...,9¢}, 5to
dozvoljava potpuno zadavanje mnozenja tablicom grupe (tab. 3.1). To je kvadratna sema kod
koje se u prvoj koloni i vrsti nalaze elementi g; = e, ..., g,g|, a u preseku i-te vrste i j-te kolone

element g;g;. Iz leme preuredenja sledi da se u svakoj vrsti i svakoj koloni tablice svaki element
grupe pojavljuje tacno jedanput. Ocigledno je da je grupa Abel-ova ako i samo ako joj je tablica
mnozenja simetricna u odnosu na glavnu dijagonalu.

Drugi na¢in zadavanja grupa je preko generatorai generatorskih relacija. U svakoj prebrojivoj
grupi se moze izdvojiti neki minimalni podskup elemenata, generatora grupe, tako da se svaki
element grupe moze izraziti kao monom po njima (tj. njihovim stepenovanjem i visestrukim
medusobnim mnozenjem dobija se cela grupa); mnozenje se zadaje generatorskim relacijama, tj.
elementarnim pravilima mnoZenja generatora (npr. pokazuju koji je najmanji stepen svakog od
generatora jednak neutralnom elementu). Ocigledno su najjednostavnije grupe sa samo jednim
generatorom, tj. grupe ¢iji su svi elementi stepeni jednog od njih, ¢g. Jasno je da je ovakva
grupa Abel-ova, a ukoliko je kona¢na, postoji najmanji stepen, n, generatora jednak jedini¢cnom
elementu: ¢" = e. Ovo je jedina generatorska relacija, a takva grupa se naziva ciklicna grupa
reda n, i oznacava sa C,,.

Kod neprekidnih grupa slicnu ulogu imaju elementi iz okoline jedini¢nog elementa, Sto, u za
fiziku relevantnoj klasi Lie-jevih grupa, dovodi do pojma infinitezimalnih generatora i Lie-jevih
algebri.
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Tabela 3.1: Tablica grupe: opsti slucaj, nekomutativna grupa Ss i Klein-ova (Abel-ova) grupa
D, (zadaci 3.8 1 3.9).

LG la=cl- [ g [ Taga] [Slelalb[c]d][f]
e e 9 |- | gq ellelalb|lc|d|f
. . allalelfld|c|b
: : : . blbld|e|flalc
9 | 9 || 99 |- |99a e T a5 e
: : : 3 d|d|blcla|fle
ga || 916 | 1916195 | 912@| fllflclal|lbleld

[D>efalb]c]

e lelalb]c

a |ale|c|b

b |blclela

c |clblale

Zadatak 3.3: Pokazati da su grupe sledeéi skupovi linearnih operatora: opsta linearna grupa, GL(n,F) (nesingu-
larni operatori u prostoru F™), specijalna linearna grupa SL(n,F) (operatori iz F™ sa jediniénom determinantom),
unitarna grupa, U(n) (unitarni operatori u prostoru C"), specijalna unitarna, SU(n) (unitarni operatori sa je-
dini¢nom determinantom), ortogonalna grupa, O(n,R) (ortogonalni operatori u R™), specijalna ortogonalna grupa,
SO(n,R) (ortogonalni operatori u R™ sa jedini¢nom determinantom).

cosp —sinep
singp  cosp
Abel-ovu grupa u odnosu na operaciju matricnog mnozenja. Proveriti da ona opisuje rotacije u ravni oko ose
perpendikularne na tu ravan: elementi su odredeni parametrom ¢ (ugao rotacije), dok je grupna operacija
uzastopna rotacija, zadata izrazom R(¢)R(¢') = R(¢ + ¢').

Zadatak 3.4: Pokazati da je skup dvodimenzionalnih matrica oblika R(p) = ( ) beskonaé¢na

Zadatak 3.5: Pokazati da skup translacija u R? ¢ini Abel-ovu grupu u odnosu na operaciju uzastopnih transla-
cija.

Zadatak 3.6: U Euklidovom prostoru R" je zadat skup transformacija {(A | a) | A € O(n,R) ,a € R"}

definisanih dejstvom na proizvoljni vektor € R™: (A | a)x 2f Az + a. Pokazati da skup ovih transformacija
¢ini grupu (Euklidova grupa), E,. Odrediti zakon mnozenja i inverzni element. Definisati Poincaré-ovu grupu po
analogiji (grupu ”ortogonalnih” transformacija i translacija u prostoru Minkowskog).

Zadatak 3.7: ° Galilejeva transformacija g(R,v,a,b) se karakteriSe matricom R € O(3,R), vektorom brzine

v € R3, vektorom prostorne translacije a € R? i duzinom vremenske translacije b € R, i njeno dejstvo na

skupu dogadaja, X = {(r,t) | r € R? |t € R} (r je radijus vektor, a t vreme dogadaja) je g(R,v,a,b)(r,t) &t

(Rr + vt + a,t + b). Pokazati da skup ovakvih transformacija ¢ini grupu (Galilejeva grupa). Odrediti zakon
mnozenja, jedini¢éni i inverzni element.

Zadatak 3.8: Pokazati da je skup permutacija n objekata grupa u odnosu na kompoziciju permutacija (sime-
tricnaili permutaciona grupa, Sy,). Koliki je red ove grupe? Za grupu Ss odrediti tablicu, generatore i generatorske
relacije. Da li je S3 Abel-ova?



3.1. STRUKTURA GRUPE 29

Zadatak 3.9: Grupe simetrija molekula se nazivaju tackaste grupe. Pokazati da su to podskupovi u O(3), tj.
njihovi elementi su prave rotacije, inverzija ili njihovi proizvodi. Ni jedan element tackaste grupe ne menja
koordinatni pocetak, a one grupe ¢iji elementi ostavljaju nepromenjenom ¢itavu jednu osu nazivaju se aksijalne
tackaste grupe. Sve prave rotacije u ravni koje su simetrije pravilnog n-tougaonika obrazuju grupu C,, (pokazati
da je to cikli¢na grupa reda n, generisana rotacijom za ugao 27“), a prave rotacije u prostoru koje su simetrije
iste figure, kao i pravilne n-ugaone prizme, obrazuju diedarsku grupu D,,. Grupe pravih rotacija u prostoru
koje su simetrije kocke (oktaedra) i tetraedra oznacavaju se sa O i T, respektivno. Grupe svih ortogonalnih
transformacija u prostoru koje ostavljaju neizmenjenima pravilnu n-ugaonu piramidu, pravilnu n-ugaonu prizmu,
tetraedar i kocku oznacavaju se sa C),, Dyp, Th 1 Op, respektivno. Medu ovim grupama C,,, D,,, Cyp i D, su
aksijalne. Odrediti elemente, generatore, generatorske relacije. Naci tablice nekih od grupa C,,, D,, i C,,,.

Zadatak 3.10: Kvaternionska grupa, Kg, generisana je elementima i i 7, uz generatorske relacije i = > = —11i
iy = —ji. Pokazati da je red grupe 8, i odrediti tablicu grupe.

3.1.2 Podgrupe

Podstruktura grupe se definise na uobic¢ajeni nacin.

Definicija 3.2 Podskup H grupe G koji je i sam grupa u odnosu na mnoZenje zadato u G, naziva
se podgrupa grupe G, sto se oznacava sa H < G.

Ocigledno je da svaka podgrupa mora da sadrzi neutralni element grupe. U svakoj grupi
postoje dve trivijalne podgrupe: cela grupa i grupa {e} (samo neutralni element). Presek dve
podgrupe je podgrupa (analogni iskaz za uniju nije tacan u opstem slucaju).

Da bi se utvrdilo da li je neki podskup grupe podgrupa, nije neophodno proveriti ispunjenost
svih aksioma grupe.

Teorem 3.1 (i) Neprazan podskup H je podgrupa u grupi G ako i samo ako je zatvoren na
mnoZenje i invertovanje elemenata (aksiomi (i) i (iv)).

(ii) Neprazan podskup H grupe G je podgrupa ako i samo ako za svaki par h,h' € H wvaZi
h~'h € H.

(iii) Neprazan konacni podskup H je podgrupa u grupi G ako i samo ako je zatvoren (aksiom

(1))

mDokaz: Ako je H podgrupa, sve navedene osobine su o¢igledno ispunjene, te je potrebno pokazati samo da
iz njih sledi da je H podgrupa. Pri tome se asocijativnost mnozenja uvek nasleduje iz G nezavisno od ostalih
aksioma.

(i) Preostali aksiomi grupe su tada uvek zadovoljeni: e pripada H, jer je zajednosa hih~'iz H,pahh™! =e € H.
(ii) Za B = h dobijase h"'h =e € H,aza h' = eih~te = h~! € H. Konacno, zamenom h~' umesto h,
potvrduje se zatvorenost (h=*)"*h’ = hh/ € H.

(iii) Zajedno sa h, zbog zatvorenosti, u H su i svi stepeni od h. Posto je H konacan skup, moraju postojati
n,m € N, takvi da je h™ = h™. Ako je m < n, onda jee=h"""¢c Hih ! =h""™"! ¢ H, pa na osnovu prvog
dela teorema, sledi da je H podgrupa. 1

Zadatak 3.11: Pokazati: SL(n,F) < GL(n,F), Un) < GL(n,C), O(n,R) < GL(n,R), SU(n) < U(n),
SO(n,R) < O(n,R), D,, < D,j. Slicno, za tackaste grupe proveriti da su C,, D,,, T i O podgrupe u SO(3), dok
su Cpy, Dpp, Th 1 Oy, podgrupe u O(3).
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Zadatak 3.12: Pokazati da su u grupi S3 netrivijalne podgrupe {e, a}, {e,b}, {e,c} i A3 = {e,d, f}. Podgrupa
Az, reda 3, naziva se allernirajuca podgrupa i sadrzi sve parne permutacije, tj. permutacije koje se razlazu na
paran broj transpozicija (npr. d = (13)(12)).

Zadatak 3.13: Neka je h element grupe G za koji postoji konacan stepen jednak neutralnom elementu. Ako je
n najmanji ovakav stepen, tj. A" = e, pokazati da je podskup C,, = {e = h™, h,h?, ..., h"~1} Abel-ova podgrupa
reda n, tzv. ciklus elementa h, i da je to najmanja podgrupa koja sadrzi element h (njen red, n, naziva se red
elementa h).

Zadatak 3.14: Neka je S proizvoljni podskup grupe G. Centralizator skupa S je skup, Z(S), svih elemenata

grupe koji komutiraju sa svakim elementom iz S, tj. Z(S) o {z € G |Vs € S zs = sz}, a normalizalor,

N(S), skupa S je skup elemenata iz G koji komutiraju sa podskupom S kao celinom (u smislu {ns;,nss,...} =
{s1m, san, ...} zan € N(S)). Pokazati da su za svako S C G centralizator i normalizator podgrupe u G. Ako je
S = G, onda se Z(G) naziva centar grupe G, a kad je S jednoclan podskup, njegovi centralizator i normalizator
se podudaraju.

3.1.3 Lagrange-ov teorem i koseti

Lagrange-ov teorem, mada veoma jednostavan, ima znacaj kako u samoj teoriji grupa, tako i
istorijski, kao prvi stav o strukturi grupe. Formulisan je znatno pre konac¢ne definicije samog
pojma grupe, i zapravo je izazvao razvoj oblasti. SusStina teorema je uocavanje da svaka podgrupa
generiSe particiju grupe.

Definicija 3.3 Neka je H = {hy = e, hy, ...} podgrupa grupe G. Skup aH = {a,ahs,...}, a €
G naziva se leva susedna klasa ili levi koset podrupe H odreden predstavnikom a. Analogno,
podskup Ha mosi naziv desna susedna klasa (desni koset). Pri tome se i podgrupa H smatra
kosetom (sa predstavnikom e). Skup koji sadrzi po jednog predstavnika svih koseta naziva se
transverzala grupe za podgrupu H .

Najvaznija svojstva koseta sumira

to H Teorem 3.2 (Lagrange, 1771.) Koseti su ili jednaki ili dis-
Junktni (¢ine particiju grupe), i svi sadrze isti broj elemenata.
Red podgrupe konacne grupe je delitely reda grupe.

mDokaz: Neka je H = {hy = e, ha,...} podgrupa u G. Ako je H =
G, teorem je trivijalno ispunjen. Ako je H pravi podskup u G, postoji
element ¢, iz G, koji ne pripada H. U kosetu to H def {tah1 = ta,taha,... }
svi elementi su medusobno razli¢iti (lema preuredenja), i ne pripadaju H
(jer bi toh; = h; znacilo da je to = hjhi_l € H). Ukoliko skupovi H
Slika 3.1: Lagrange-ov teo- i t2H ne iscrpljuju G, bira se element ¢3 iz G, koji ne pripada ovim

toH

H

rem: particija grupe na kosete skupovima, i ponavlja postupak. Ocigledno je da svaki koset sadrzi isti
t:H. broj elemenata kao i H. Ako je grupa G konacna, u nekom koraku,
npr. m-tom, iscrpljuje se cela grupa. To znaéi da je grupa G unija m
disjunktnih skupova: G = H UtsH U - U t,, H, od kojih svaki ima po

|H| elemenata. Stoga je |G| = m|H|. 1
Brojm = % se naziva indeks podgrupe H u grupi G. Pokazujudi da su (levi) koseti podgrupe
disjunktni, Lagrange-ov teorem daje particiju grupe: G =t H+toH+- -+, gdeje T = {t1,1s,... },
transverzala. Naravno, isto vazi i za desne kosete. Ove dve particije su u opstem slucaju razlicite.
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Svaki element zadatog levog (desnog) koseta moze biti uzet za predstavnika koji odreduje taj
koset. Naime, ako je a' proizvoljni element koseta aH, onda u podgrupi H postoji element h
takav da je a’ = ah. Tada je d’ H = ahH, a kako je, na osnovu leme preuredenja, hH = H,
vazi a' H = aH. Stoga je jasno da pri zadatoj podgrupi, transverzala nije jednoznaéno odredena.
Osim toga, vidi se da elementi a i @’ pripadaju istom kosetu ako i samo ako je a='a’ iz H.

Zadatak 3.15:0 Pokazati da inverzi leve transverzale (T' = {t1,...,t|p}) podgrupe H, ¢ine desnu transverzalu
7|
p=
tj. da za svako q i g € G postoji ta¢no jedno pi h € H, tako da je g = tphtq_l.

iste podgrupe. Na osnovu toga dokazati da je pri fiksiranom ¢ sa G =3 ", tthq_l zadata jedna particija grupe,

Zadatak 3.16: Odrediti sve podgrupe, njihove kosete i transverzale za grupe Cy i Cy,.

Lagrange-ov teorem otkriva niz osobina grupe. Kako svaki element g reda p kona¢ne grupe G
generise ciklicnu podgrupu, C, = {¢* = e, g,¢%, ...,g" '}, reda p, sledi da je red svakog elementa
kona¢ne grupe delitelj reda grupe. Red neutralnog elementa je 1, a samo kod cikli¢nih grupa
red generatora moze biti jednak redu grupe. Pri tome, ako je red grupe prost broj, onda nema
netrivijalnih podgrupa; takva grupa je ciklicna, a generisana je svakim svojim elementom (osim
neutralnog), jer je njegov red jednak redu grupe. Poslednji zaklju¢ak ne vazi za ciklicne grupe
¢iji red nije prost broj: npr. grupu Cy = {e,a,a? a®} generisu samo a ili a®, dok a® generise
podgrupu {e, a}.

3.1.4 Morfizmi grupa

U skladu sa opstom idejom morfizma, definisu se preslikavanja koja odrzavaju strukturu grupe.

Definicija 3.4 Homomorfizam grupe G u grupu G' je preslikavanje f sa domenom jednakim G
i likovima u G', takvo da je za svako a,b € G ispunjeno f(ab) = f(a)f(b). Ako postoji homo-
morfizam f : G — G', kazZe se da su grupe homomorfne, i pisSe G ~ G'. Ako je homomorfizam
surjektivan (f(G) = G'), odnosno injektivan (1-1), naziva se cpimorfizam, odnosno preslikavange
je monomorfizam. lzomorfizam je bijektivni homomorfizam, za koji se koristi oznaka G = G'.
Lzomorfizam grupe G na samu sebe je automorfizam, a homomorfizam G u G je endomorfizam.
Skup ker [ svih elemenata iz G koje [ preslikava u neutralni element €' € G' naziva se jezgro (ili

kernel ) homomorfizma: ker f of {9e G| flg) =¢}.

Lako se proverava da je lik, f(G), grupe G pri homomorfizmu f podgrupa u G’, a da je
ker f podgrupa u G. Ako je k € ker f, za svaki element g € G vazi f(gk) = f(g9)f(k) = f(9),
pa se u isti element f(g) € G’ preslikava ceo koset gker f; obrnuto, ako je f(a) = f(g) sledi
¢ = fla)f(g7') = flag™), tj. ag™ € ker f, pa se u svaki element iz f(G) preslikava tacno
jedan celi koset jezgra. Stoga je ker f = {e} potreban i dovoljan uslov da homomorfizam f bude
izomorfizam G i f(G).

Izomorfizam je refleksivna, simetri¢na i tranzitivna relacija medu grupama, tj. to je relacija
ekvivalencije, koja skup svih grupa razbija na klase medusobno izomorfnih grupa. Sve grupe
u jednoj klasi su jednake sto se tice grupne strukture, a razlikuje ih samo priroda njihovih
elemenata. Ocigledno je da izomorfne grupe imaju isti broj generatora, sa istim generatorskim
relacijama, jednak broj podgrupa, koje su medusobno izomorfne. Konacno, uvodi se pojam
apstrakine grupe: to je grupa kojoj je grupna struktura odredena, klasom izomorfizma, a priroda
elemenata nije konkretizovana. Tako je ve¢ razmotren primer apstraktne ciklicne grupe C,,, ¢ija
je jedna realizacija tackasta grupa C,, (zadatak 3.9); druga realizacija je skup svih n-tih korena
broja jedan u odnosu na mnozenje kompleksnih brojeva: {eik%ﬂ | k=0,1,...,n—1}.
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Zadatak 3.17: Uspostaviti izomorfizam grupa S; = D3 = Cj,. Generalno, pokazati da su diedarska grupa D,,
i grupa C,,,, razlicite realizacije apstraktne grupe D,,, zadate sa dva generatora a i b i generatorskim relacijama
a"=e, b>=ci (ab)? =e.

Zadatak 3.18: Cemu je jednako (ab)~! ? Pokazati da je preslikavanje i(g) = g~ *

automorfizam Abel-ovih grupa.

, za svako ¢ iz G, jedan

Zadatak 3.19: Pokazati da je za proizvoljni element h € G preslikavanje f5(g) def hgh~! jedan automorfizam
grupe G (konjugacija ili unutrasnji automorfizam elementom h); dokazati da je skup svih unutrasnjih automorfi-
zama grupe G grupa homomorfna sa G (ova grupa se oznacava sa Int(G)). Sta je jezgro homomorfizma?

i

Zadatak 3.20: Pokazati da matrice a = (? 0

> ib= <_01 (1)> generisu grupu izomorfnu sa Kg (zadatak 3.10).

3.1.5 Grupe transformacija

Ved je istaknuto da se u fizici grupe pojavljuju kao skupovi transformacija koje ostavljaju fizicki
sistem nepromenjenim. I grupe linearnih operatora su takode grupe transformacija u vektorskim
prostorima. Stoga ¢e grupe transformacija i neki izvedeni pojmovi biti posebno razmotreni, kako
zbog znacaja u fizici, tako i zbog kasnije primene u razvoju same teorije grupa.

Definicija 3.5 Grupa G je grupa transformacija na skupu X ako postoji homomorfizam G u
grupu Sx permutacija skupa X, tj. svakom elementu g € G je pridruzena permutacija w(g)
skupa X. KazZe se i da G deluje na X, ili da je skup X jedan G-prostor, a preslikavanje 7 se
naziva dejstvom grupe G na X.

Ako za svake dve tacke x,z" € X postoji g takvo da je w(g)x = ', kaZe se da grupa G deluje
tranzitivno na X. Dejstvo je efektivno ako iz w(g)x = x za svako v € X, sledi g = e, a slobodno,
ako iz w(g)x = x, za bar jedno v € X, sledi g = e.

Tacka x € X je nepokretna (fiksna) za transformaciju g, ako je mw(g)r = x. Mala grupa

(stabilizator, grupa izotropije) tacke x je skup G, svih elemenata iz G za koje je x nepokretna:

G, {g € G| m(g)x = x}. Orbita tacke z je skup O, & 1(Gr={ye X|3g e G n(g9)x =y}.

Kaze se da su dve orbite ekvivalentne ako su im stabilizatori konjugovane podgrupe; podskup X
koji sadrzi sve ekvivalentne orbite se naziva stratum.

Cesto se sami elementi grupe identifikuju sa njihovim dejstvom, tj. umesto 7(g)z, pise se
gz, ukoliko je znacenje (tj. podrazumevano dejstvo) jasno iz konteksta. Tada je Gz prirodna
oznaka orbite elementa x. Iz definicije je ocigledno da su orbite ili disjunktne ili jednake, te daju
particiju skupa X. Vazno je uociti da je zbog toga dejstvo grupe na skupu razlozeno na nezavisna
dejstva na orbitama, tj. da grupa deluje po svojim orbitama, bez obzira na druge osobine skupa
(npr. metricke ili topoloske).

Teorem 3.3 Stabilizatori su podgrupe, i zadovoljavaju jednakosti:
’G| - |GTHG:E‘7 Gg:v = ngg_l‘

Svaka transverzala Z stabilizatora G, generise celu orbitu: Zx = Gz.
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mDokaz: Direktnom proverom grupnih aksioma (definicija 3.1) se lako pokazuje da je stabilizator podgrupa.
Ako je zG, jedan koset stabilizatora, o¢igledno je da je zG,x = zx, te celi koset male grupe preslikava x u istu
tacku orbite, a razli¢iti koseti preslikavaju x u razlicite tacke (ako je ha = zx, sledi da je h™1z iz G, tj. h je iz
2G,), §to znac¢i da svaka transverzala daje celu orbitu, dok je navedena jednakost zapravo Lagrange-ov teorem.
Konaéno, veza stabilizatora = i gz je o¢igledna: ako je h is G, onda je (ghg~')(gz) = gz, i obrnuto. I

Cinjenica da su stabilizatori tacaka iste orbite unutrasnje izomorfni (zadatak 3.19) opravdava
definiciju ekvivalentnosti orbita sa konjugovanim stabilizatorima. Preciznije, ovim je obezbedena
refleksivnost relacije ekvivalencije (u skupu orbita u X') uvedene kao unutrasnji izomorfizam sta-
bilizatora. Time je zapravo uvedena klasa konjugovanih stabilizatora kao karakteristika stratuma
i svake njegove orbite. Jasno je da i stratumi ¢ine particiju skupa X.

Zadatak 3.21: (Teorem o broju orbita, Burnside-ova lema) Skup X sadrzi | X/G| = ﬁ >, | Xg| orbita grupe
G, gde je X, skup tacaka fiksnih za g.

Zadatak 3.22: Sta su orbite tranzitivnog dejstva grupe G na skupu X, a §ta su male grupe slobodnog dejstva?

Zadatak 3.23: Neka su joni molekula Y X, rasporedeni na sleded¢i nac¢in: jon Y je u koor-

o
dinatnom pocetku, dok su joni tipa X u temenima kvadrata ABC'D na slici. Smatrajuéi da Y
je grupa simetrije ovog molekula Cy,, odrediti orbite ove grupe i male grupe pojedinih jona. o
€T
Zadatak 3.24: Odrediti sve orbite, male grupe i stratume dejstva grupe rotacija u R* i ¢, Op
grupe Cj, u R2. A B

Grupno mnozenje daje primer dejstva grupe na sebi, tzv. multiplikativno dejstvo, X. Naime,
prema lemi 3.1, svaki element g definise, jednu permutaciju A(g) grupe G: A(g)g o g9’ (ova
permutacija se dobija iz tablice grupe, tako sto se prva i i-ta vrsta, koje odgovaraju elementima
e i g;, napisu jedna ispod druge). Jasno je da je u pitanju monomorfizam grupe G u grupu Sjq,
jer je AM(9)A(¢")h = gg’h = A(gg')h. 1z leme 3.1 sledi i da je ovo dejstvo slobodno i tranzitivno.
Time je pokazan

Teorem 3.4 (Cayley, 1854.) Svaka konacna grupa G izomorfna je nekoj podgrupi permutaci-
one grupe S\q|.

Stoga se permutacione grupe S, pojavljuju kao grupe koje sadrze sve moguce apstraktne
grupe reda n.
Zadatak 3.25:° Definisuci dejstvo podgrupe H na grupi G kao suzenje multiplikativnog dejstva A grupe na sebi,
pokazati da koset Hg ¢ini orbitu O, ovog dejstva. Nadi male grupe i odavde zakljuéiti da je dejstvo slobodno.

Da li je tranzitivno?

Pored dejstva na grupi, grupno mnozenje indukuje i dejstvo na transverzali Z proizvoljne
podgrupe H.

Lema 3.2 Svaka podrupa H grupe G indukuje osnovno (eng. ground) dejstvo grupe T na trans-
verzali Z = {z;} podgrupe relacijom

9% = Zr(gih(g,1),  pri cemu je h(g,7(¢")i)h(g', i) = h(gg', 7). (3.1)

Dejstvo T ne zavisi od izbora predstavnika koseta, dok je funkcija h(g,1) zavisi.
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mDokaz:  Proizvod proizvoljnih elemenata grupe i transverzale pripada nekom kosetu, tj. izraz gz; = z;h
jednoznacno definise koset i njegovog (unapred odabranog) predstavnika z;. Time su uspostavljene funkcije
Zr(g)i def zj 1 h(g,1) def h, od kojih samo h(g,i) zavisi od izbora transverzale. Zbog gg'z; = gz,(g)ih(g',1) =
Zr(g) (r(g)i) P9, T()D)R(G 1) = 27(g91ih(9g', 1), sledi h(g,7(g")i)h(g',1) = h(gg',i), i T(9)7(9') = 7(99'), $to
pokazuje da je 7(g)2z; = z;(g); dejstvo. I

Poredenjem sa definicijom 3.5 postaje jasno da je dejstvo grupe na orbiti uvek osnovno dejstvo
u odnosu na stabilizator orbite. Zapravo, ovakva dejstva daju sva moguca dejstva grupe, pri cemu

je klasifikacioni kriterijum konjugovanost stabilizatora.

Zadatak 3.26: Permutacija koja se sastoji od ciklusa iste duzine naziva se regularna. Pokazati da su permutacije
S| koje odgovaraju grupi G pri multiplikativnom dejstvu na sebi (teorem 3.4) regularne, pri cemu je red elementa
g jednak duzini ciklusa u A(g).

3.1.6 Klase konjugacije

Posto je svaki automorfizam skupa jedna permutacija, jasno je da je unutrasnji automorfizam ili
konjugacija (zadatak 3.19), t(g)h = ghg™!, jedno dejstvo grupe na sebi, jer je ¢(g)c(g") = t(gq’).
Zbog svog znacaja u teoriji, orbite i stabilizatori ovog dejstva imaju posebne nazive.

Definicija 3.6 FElementi a i b grupe G medusobno su konjugovani, ako u G postoji bar jedan
element g takav da vazi b = gag=t. Skup medusobno konjugovanih elemenata, tj. orbita grupe

unutrasngih automorfizama, naziva se klasa (konjugacije). Red klase je broj elemenata u klasi.

Dakle, klase konjugacije su orbite dejstva +(G) (samim tim su disjunktne i daju particiju
grupe), i one su najmanji podskupovi grupe G invarijantni pod delovanjem cele grupe unutrasnjih
automorfizama. Klasa elementa a ¢e se oznacavati sa C(a). Istovremeno, ¢(g)h = h znadi da je
gh = hg, pa je stabilizator elementa h upravo centralizator, Z(h). Stoga je |Z(h)||C(h)| = |G]|
(teorem 3.3), a redovi klasa dele red grupe. Broj klasa u konac¢noj grupi je konacan (moze se
racunati Burnside-ovom lemom, zadatak 3.21), i oznacava se sa p, pri ¢emu ¢e same klase biti
obelezene sa C',C?, ... C? (klasa {e} neutralnog elementa ¢e se oznacavati sa C!). Ocigledno
je da je svaki element z centra Z(G) grupe G klasa za sebe, tj. C(z) = {z}, te je kod Abel-ovih
grupa svaki element jedna klasa konjugacije.

Drugi deo definicije 3.6 implicitno koristi ¢injenicu da je konjugacija jedna relacija ekviva-
lencije: svaki element je konjugovan sa samim sobom, jer je a = eae™ ! (refleksivnost); ako vazi
b= gag!, tada jeia = g tbhg = (g7 )a(g™!)™! (simetricnost); ako je b = gag™' i ¢ = hbh™ 1,
onda je ¢ = h(gag=')h~ = (hg)a(hg)™' (tranzitivnost). Jasno je da su klase konjugacije u stvari
klase ekvivalencije u odnosu na relaciju konjugacije.

Posto za svaka dva elementa u jednoj klasi konjugacije postoji bar jedan unutrasnji automor-
fizam koji preslikava jedan element u drugi, to ¢e oni imati jednake sve osobine koje su vezane
za grupnu strukturu. Tako, na primer, svi elementi jedne klase imaju isti red (npr. kod grupa
Sg, D3 i Cgv, zadatak 317)

Skup elemenata koji su inverzni elementima iz neke klase konjugacije C* = {a,b,...} ¢ini
ponovo jednu klasu konjugacije C* = {a=',b71,...}, jer iz b = gag™"' sledi b= = ga~'g~ "
Ocigledno je da je red klase C jednak redu klase C%. Specijalno, ako se klasa podudara sa
klasom svojih inverznih elementata, naziva se ambivalentna klasa.
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Zadatak 3.27: Odrediti sve klase konjugacije u grupama Cj i Cy,. Koje od njih su ambivalentne?

Zadatak 3.28: Pokazati da je skup svih transpozicija jedna klasa konjugacije u S,,. Uopstavanjem ovoga odrediti

sve klase u S,.

Zadatak 3.29: ° Pokazati da se skup proizvoda elemenata iz dve klase konjugacije sastoji od celih klasa ko-

njugacije: svaki element iste klase u proizvodu se pojavljuje jednak broj puta, cfj (konstante klasa), tj. vazi

cici=%"r_, cij’k. Pokazati da je mnozenje klasa komutativno, C*C? = C7C", odnosno da su konstante klasa
k k

simetricne u odnosu na permutaciju donjih indeksa ¢;; = ¢7;.

3.1.7 Invarijantne podgrupe

Medu podgrupama grupe G posebno mesto zauzimaju one koje su, kao skupovi, invarijantne pod
delovanjem grupe svih unutrasnjih automorfizma.

Heka je H podgrupa u G. Pri konjugaciji elementom ¢ € G ona se preslikava u skup gHg !,
koji je, posto je u pitanju automorfizam grupe G, takode podgrupa, i to izomorfna sa H. Ako
je g iz H, podgrupe gHg ' i H su jednake. Vaznu klasu podgrupa ¢ine one za koje je poslednja
relacija ispunjena za svaki element g grupe G.

Definicija 3.7 Za podgrupu gHg™' se kaze da je konjugovana podgrupi H. Podgrupa H grupe

G je invarijantna podgrupa (normalna podgrupa) ako za svaki element g € G vazi gHg™' = H.
To se oznacava sa H < G.

Drugim rec¢ima invarijantna podgrupa je samokonjugovana podgrupa za svako g € GG, odnosno
invarijantna za sve unutrasnje automorfizame grupe G.

Slededi ocigledan stav pokazuje da je pojam invarijantne podgrupe moguce definisati na jos
dva ekvivalentna nacina.

Teorem 3.5 Heka je H podgrupa u G. Svaka od sledecih osobina je ekvivalentna ¢injenict da je
H invarijantna podgrupa:

(1) leve i desne susedne klase podgrupe se podudaraju, tj. vazi¥g € G gH = Hg (to ne znaci da
svaki element podgrupe komutira sa svakim elementom grupe, veé¢ samo da za svako h € H
postoji h' € H, takav da je gh = h'g za bilo koje g € G);

(ii) sa svakim svojim elementom H sadrzi i celu njegovu klasu konjugacije, tj. H sadrzi samo
cele klase konjugacije.

Lako se vidi da su kod svake grupe G njene trivijalne podgrupe (G i {e}) invarijantne. Grupa
G koja osim ovih nema drugih invarijantnih podgrupa se naziva prosta grupa. Grupa je poluprosta
ako ni jedna od njenih netrivijalnih invarijantnih podgrupa nija Abel-ova.
Zadatak 3.30: Pokazati da su invarijantne podgrupe:

1. sve podgrupe Abel-ove grupe;

2. centar, Z(G) svake grupe G;

3. sve podgrupe indeksa 2 proizvoljne grupe;

4. podgrupa parnih permutacija, A,,, grupe Sy;

5. sve podgrupe kvaternionske grupe Ky, iako grupa nije Abel-ova.

Zadatak 3.31: Pokazati da kvadrati elemenata grupe pripadaju svakoj podgrupi indeksa 2, tj. preseku svih
ovakvih podgrupa.
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3.1.8 Faktor grupe

Za invarijantnu podgrupu H grupe G vazi da proizvodi svih elemenata jednog njenog koseta a H
(kod invarijantne podgrupe se ne razlikuju levi i desni koseti) sa svim elementima drugog koseta
bH daju tacno jedan koset podgrupe H, tj. da je proizvod dva koseta opet koset iste podgrupe.
Pri tome je ovako dobijeni koset odreden predstavnikom ab, jer je (aH)(bH) = (ab)H. To znadci
da je skup koseta zatvoren u odnosu na ovako definisano mnozenje. Osim toga, u tom skupu
postoji neutralni element H, a svakom elementu aH moze se o¢igledno pridruziti inverzni a1 H.
Ako se uoci da je navedena operacija i asocijativna (Sto je posledica asocijativnosti mnozenja u
(), zakljucuje se da je skup svih koseta podgrupe H i sam grupa.

Definicija 3.8 Grupa c¢iji su elementi koseti invarijantne podgrupe H, a grupno mnoZenje defi-
nisano sa (aH)(bH) o (ab)H, Ya,b € G, naziva se faktor grupa ili kvocijentna grupa grupe G
u odnosu na invarijantnu podgrupu H, i oznacava se sa G/H .

Ocigledno je da je red faktor grupe jednak indeksu podgrupe H u G: |G/H| = “—|

FZik

tmH o | f(tmH) = f(tm)
] |

] |

toH : f(toaH) = [(ty) |
| — |

H =ker f ; e | f(H)=¢ |
G @ e

Slika 3.2: Struktura homomorfizma. Lik f(G) homomorfizma f izomorfan je faktor grupi

G/ ker f.

Teorem 3.6 (Noether, 1927.) Jezgro homomorfizma f grupe G u grupu G’ je invarijantna

podgrupa: ker f < G; preslikavanjem ®(gker f) of f(g) definisan je izomorfizam faktor grupe
G/ker f na grupu f(G).

mDokaz: Neka je H = ker f. Za svako k € H, svi elementi klase C(k) su iz jezgra: Vg € G f(gkg™') =
F@)f(R)f(g™h) = flg9)e'(f(g9)) ! = ¢, te je H<G. Posto se u svaki element f(G) preslikava tacno jedan koset
jezgra, tj. tac¢no jedan element faktor grupe F' = G/H, ® je bijekcija F' na f(G). Konacno, da je ® izomorfizam
sledi iz Va,b € G ®(aH)P(bH) = f(a)f(b) = f(ab) = ®(abH) = ®((aH)(bH)). 1

Posebno, kada je grupa G’ upravo faktor grupa u odnosu na neku invarijantnu podgrupu
H, preslikavanje k(g) & gH je tzv. kanonicni homomorfizam (u stvari epimorfizam) grupe G
na grupu G/H. Zbog toga teorem 3.6 pokazuje da se svaki homomorfizam f moze predstaviti
kao komporzicija, f = ® o k, kanoni¢nog homomorfizma grupe G na faktor grupu G/ker f i
izomorfizma ® grupe G/ ker f na f(G).
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Zadatak 3.32: Za grupu Cy, odrediti sve invarijantne podgrupe i odgovarajuce faktor grupe. Na koje se
apstraktne grupe Cy, moze homomorfno preslikati?

Zadatak 3.33: Sta je faktor grupa za invarijantnu podgrupu ¢iji je indeks prost broj? Naéi faktor grupu S,, /A,
(zadatak 3.30).

Zadatak 3.34:° Dokazati treéi teorem o izmorfizmu (Noether): neka je N < G.

a) za svaku (invarijantnu) podgrupu H u G je H/N (invarijantna) podgrupa G/N;

b) za svaku (invarijantnu) podgrupu F' u G/N postoji (invarijantna) podgrupa H u G takva da je F = H/N (i
(G/N)/F =2 G/H).

3.1.9 Ekstenzije

Verovatno najopstiji nac¢in konstrukcije slozenijih grupa od prostijih je prosirenje. To je zapravo
inverzna procedura od trazenju faktor grupe.

Definicija 3.9 prosirenje ili ckstenzija grupe F grupom H (ili pomocéu grupe H ) je svaka grupa
G cije invarijantna podgrupa H, a odgovarajuc¢om faktor grup F'.

Treba uociti da pri zadatim H i F' prosirenje nije jedinstveno. Neki vazni primeri ¢e biti
objasnjeni kasnije, a ovde samo anticipirani: grupa SO(3) se moz prosiriti grupom Cj u grupu
O(3), ali i u grupu SU(2); prostorna grupa kristala (Glava C) je prosirenje izogonalne grupe
translacionom podgrupom, i pored simorfnih (koje sadrze izogonalnu podgrupu), cesto postoje
i nesimorfne (koje je ne sadrze). Sva ova prosirenja su klasifikovana grupama kohomologije
H*(F,H)i H*F,H).

Zadatak 3.35: Pokazati da su Cy, Dy i K, prosirenja sa H = F = C,.

3.1.10 Proizvodi grupa i podgrupa

U konstrukeiji i klasifikaciji grupa koriste se faktorizacije grupa u formi proizvoda podgrupa. Za
ovakvu analizu je vazno znati da li je skap HK = {hk | h € H, k € K}, dobijen grupnim
mnozenjem elemenata podgrupa H i K, i sam grupa.

Lema 3.3 Proizvod HK podgrupa H i K grupe G je podgrupa ako i samo ako H 1 K komutiraju:
HK = KH (tj. za svako h € H i k € K postoje elementi h' € H i k' € K takvi da je hk = K'h').

mDokaz: 1z (hiky) ™ (haoks) = ki hy  hoky = ki 'hsks, sledi da je ovaj element oblika hyks (tj. da je iz HK)
ako i samo ako je k;l_lh3 = hyks. Time je, na osnovu teorema 3.1, iskaz leme dokazan, jer su k;l_l i h3 proizvoljni
elementi iz K odnosno H. 1

Jedna oc¢igledna posledica leme je da je HK podgrupa ako je bar jedan od faktora invarijantna
podgrupa.

Na pitanje kada su faktori A i k u proizvodu g = hk € HK jednoznacéno odredeni, odgovara

Lema 3.4 Foktori h € H i k € H elementa g = hk iz proizvoda HK podgrupa H © K grupe G
su jednoznacno odredeni ako i samo ako je H N K = {e}.
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mDokaz: Neka u H postoje razliciti elementi h i I/, a u K razliciti elementi k i k¥’ takvi da je hk = h'K'.
Tada je e = B'~'hkk/~' = Bk, gde je K" = K~'h € Hi k" = kk'~' € K. Posto su H i K podgrupe, vazi
h" = k"1 pa h” pripada i K, a k" pripada i H, tj. HNK C {e,h” k"}, jer sui h” i k" razliciti od e. Stoga
nejednoznacnost faktorizacije povlaci netrivijalnost preseka, tj. trivijalnost preseka povlaci jednoznacnost faktora.
Obratno, ukoliko iz hk = h'k’ sledi h=h" 1k =k, onda je i = k" =e, tj. HNK = {e}. 1

Na osnovu dosad izlozenog moze se izvrsiti jedna klasifikacija proizvoda podgrupa.

Definicija 3.10 Grupa G je proizvod podgrupa (unutrasnji) H i K, G = HK, ako se svaki
element g € G moZe predstaviti u obliku proizvoda g = hk, h € H, k € K. Posebno, G je

(1) slabi direktni proizvod swvojih podgrupa H i K, G = H o K, ako je:

(a) G=HK, (b) HNK ={e};

(ii) semidirektni (poludirektni) proizvod svojih podgrupa H i K, G = H N K, ako je:

(a) G=HK, (b)) HNK=/{e}; (c) HaG.

(iii) direktni proizvod svojih podgrupa H i K, G = H ® K, ako je:

(a) G=HK, (b) HNK ={e}; (c¢) H K<G.

Ocigledno, poludirektni proizvod je specijalan slu¢aj slabog direktnog proizvoda, a unutrasnji
direktni proizvod specijalan slucaj poludirektnog proizvoda. Za sve ove proizvode se kaze da
su unutrasnji, jer je grupa proizvod svojih podgrupa (uslov (a)), i faktori svakog elementa su
jedinstveni (uslov (b)).

Unutrasnji proizvodi dozvoljavaju razlaganje neke grupe na podgrupe, sto daje i ideju za
konstrukciju novih grupa.

Definicija 3.11 Direktni proizvod (spoljasnji) grupa G i G’ je Descartes-ov proizvod G x G' =
J poijasnji) grup J p
{(9,9") | g € G, ¢ € G'} ovih grupa, u kome je mnozenge indukovano mnoZenjem u grupama G
i G

(91,91) © (92, 95) = (9192, 9195), ¥(g1, 1), (92, 95) € G x G

Posto je G x G’ skup zatvoren u odnosu na definisano mnozenje, koje je zbog asocijativnosti
mnozenja u G 1 G’ i samo asocijativno, sadrzi neutralni element (e, ¢€’), i za svako (g,g’") vazi
(9,9) ' = (97!, ¢ € G x G, direktni proizvod grupa je i sam grupa. Njen red je |G x G'| =
GG,

U grupi G x G’ skupovi G & {(9,¢) | g€ G}iQ = {(e;d') | ¢ € G'} su invarijantne
podgrupe (slika 3.3), ¢iji je presek samo neutralni element (e,e’). Ocigledno je da su Gid@
izomorfne grupama G i G’ respektivno, pri cemu su odgovarajuci izomorfizmi prirodno definisani
sa: i(g) = (g,¢) (izomorfizam G na G) i 7(¢) = (e, g) (izomorfizam G na G"). Pri tome,
za svaki element (g,¢') € G x G’ postoje elementi (g,¢/) € G i (e,¢') € G takvi da je (g,¢') o
(e,9') = (g,9'). Stoga se spoljasnji direktni proizvod G'x G' moze shvatltl kao unutrasnji direktni
proizvod podgrupa G ®@ (', i obratno: G @ ' = G x G'. U skladu sa lemom 3.4, element
(g9,4") jednoznaéno odreduje svoje faktore (g,€¢’') i (e,¢’). Sa druge strane, posto elementi iz G
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GxG =Gad
g Ll (g.€') (9.9")
e | G |(e€) (e,q")
G G i
G’ e q'

Slika 3.3: Direktni proizvod grupa.

komutiraju sa elementima iz G/, (g,€¢') o (e,¢') = (9,¢') = (e,¢') o (g, €), noceni izomorfizam
odmah pokazuje da elementi podgrupa u unutrasnjem direktnom proizvodu komutiraju.

Na slican nacin se na nivou spoljasnjeg direktnog proizvoda lako pokazuju neka svojstva
grupe, koja, zbog izomorfizma vaze i za unutrasnji.

Lema 3.5 Direktni proizvod jedne klase iz G i jedne klase iz G' je tacno jedna klasa iz G x G,
pa je broj klasa konjugacije u G x G jednak pp', gde su p i p' brojevi klasa konjugacije u G i G'.

mDokaz: 1z jednakosti (h,h') o (g,g") o (h,h')~t = (hgh™',h'¢'h'~1), Yh,g € G, Vh',g' € G, sledi da klasu
C(g,¢') elemenata konjugovanih sa (g, ¢’) ¢ini proizvod klasa C(g) i C(¢’). Odavde je odmah jasno i da je broj
klasa u G x G’ upravo pp’. I

Koriste se i drugi unutrasnji proizvodi grupa, kao Sto su generalisani poludirektni i genera-
lisani direktni proizvodi, kod kojih je H N K pravi nadskup skupa {e}, dok su uslovi (a) i (c)
nepromenjeni u odnosu na prethodne definicije (generalisani slabi direktni proizvod je obi¢ni
unutrasnji proizvod podgrupa). Takode se sreée i pojam spoljasnjeg poludirektnog proizvoda
grupe G i neke podgrupe €2 grupe svih automorfizama u G, kao i neke druge generalizacije.

Proizvodi grupa i podgrupa omogucavaju proucavanje i konstrukciju slozenih grupa preko
njihovih podgrupa. Kako cikli¢cne grupe imaju najjednostavniju strukturu, jedan od pravaca te-
orije grupa bio je posvecen predstavljanju konacnih grupa u obliku proizvoda cikli¢nih podgrupa.
Pokazalo se da je to u mnogim slucajevima moguce.

Zadatak 3.36: Pokazati da je grupa kompleksnih brojeva u odnosu na sabiranje direktni proizvod dve grupe
realnih brojeva u odnosu na sabiranje.

Zadatak 3.37: Neka je K = {A} multiplikativna grupa matrica iz F*" i H = {b} aditivna grupa vektora iz F"
na kojoj deluje K. Pokazati da je skup G = {(A,b) = (4 %) |A € K, b e H} grupa izomorfna sa H A K.

Zadatak 3.38: Neka je K = Cyp, = {e = 135,05 = (é g _81)} i H="T(a)=1{(0,0,z2a)T|z € Z}. Pokazati da ova

grupa deluje na z-osi, i odrediti orbite i male grupe tacaka na z-osi.
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Zadatak 3.39: Sve aksijalne tackaste grupe moguce je napisati u obliku direktnih ili poludirektnih proizvoda
cikliénih grupa; proveriti sledeée faktorizacije: D,, = C,, A D; (D; = {e,U} = C3); C,, = C,, A Cy, (Cyy =
{e,0,} =2 C3); Dyp = Chpy @ C1p, = (Cy AN C1ry) @ Crp, (Crpy = {e, 0} =2 Coq, oy, je refleksija u ravni ortogonalnoj
na osu rotacije u grupi C,). Odavde sledi da su sve aksijalne tackaste grupe izomorfne sa nekom od apstraktnih
grupa C,,, C, ® Cy, C, NCy = D,,, D, ® C5 i D,, N Cs. Posebno, proveriti Dy = C5 ® Cs.

Zadatak 3.40:° H i K su dve podgrupe u G. Pokazati da je w(h, k)g def hgk—! dejstvo grupe H x K na grupi
G, i da je svaka orbita ovog dejstva dvostruki koset HgK. Pokazati da su dvostruki koseti particija grupe, i da se
sastoje od celih desnih koseta podgrupe H i levih koseta podgrupe K. Sta su dvostruki koseti kad je bar jedna
od podgrupa invarijantna?

3.2 TEORIJA REPREZENTACIJA GRUPA

Sa pojavom kvantne mehanike, vektorski prostori su preuzelu ulogu matematicke osnove opisa
stanja fizickog sistema. U tom kontekstu se i transformacije na fizickom sistemu moraju shvatiti
kao operatori, koji delujuci u prostoru stanja, odrazavaju svojstva simetrija. Preciznije, kvantna
mehanika koristi grupe linearnih operatora, koje su homomorfni likovi intuitivno jasnih grupa
transformacija. Ne ¢udi stoga S$to su u razvoju ovog, za fiziku najznacajnijeg dela teorije grupa,
nakon prvih koraka pocetkom ovog veka (Frobenius, Burnside), veliku ulogu imali i fizicari, pre
svega Eugen Wigner.

3.2.1 Definicija i osnovni pojmovi

Reprezentacija grupe je poseban vid homomorfizma.

Definicija 3.12 Reprezentacija (linearna) D(G) grupe G u kompleksnom vektorskom prostoru
H (tzv. prostor reprezentacije ili noseci prostor) je podgrupa grupe nesingularnih linearnih ope-
ratora u H, koja je lik grupe G po homomorfizmu®> D: D(G) o {D(g) | g € G} < GL(H),
uz uslov homomorfizma ¥g,q" € G D(gg') = D(g9)D(g"). Dimenzija, |H|, prostora H naziva se
dimenzija reprezentacije, i oznaéava sa |D(G)|. Reprezentacija je verna ako je D izomorfizam,
a unitarna, ako su svi operatori D(G) unitarni (v odnosu na zadati skalarni proizvod u H.).

U slucaju kada je H prostor brojnih kolona, C"; operatori iz D(G) su matrice iz algebre C™, i
govori se o matricnoj reprezentaciji grupe G. Ocigledno je da se i u opstem sluc¢aju, odabiranjem
bazisa u H, operatorima iz D(G) pridruzuju njihovi matriéni predstavnici, ¢ime se dobija jedna
matri¢na reprezentacija izomorfna sa D(G).

Elementarni primeri reprezentacija su jednodimenzionalne matri¢ne reprezentacije, kod kojih
se elementima grupe pridruzuju kompleksni brojevi: takva reprezentacija obrazuje podgrupu
grupe kompleksnih brojeva (bez nule) u odnosu na mnozenje. Drugi primer reprezentovanja svake
grupe u proizvoljnom vektorskom prostoru dobija se kada se svim elementima grupe pridruzi
jedini¢éni operator 1; posebno, kada je H upravo polje C, svakom elementu odgovara broj 1, i ova
jednodimenzionalna matricna reprezentacija se naziva jedinicna. Ako je G i sama jedna grupa
matrica, identi¢no preslikavanje, D(g) = g je verna, tzv. identicna reprezentacija grupe G.

2U matematickoj literaturi se pod reprezentacijom podrazumeva morfizam D, dok se u fizickoj literaturi termin
reprezentacija odnosi i na morfizam i na njegov lik, Sto ¢e biti usvojeno i u ovom tekstu.
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U osnovi fizickog koncepta simetrije su transformacije, odnosno dejstva grupa. Sa druge
strane, za proizvoljni skup X se moze definisati vektorski prostor ¢iji bazis ¢ine elementi skupa,
¢ime se dejstva pretvaraju u reprezentacije grupe u ovom prostoru. Konacno, kako je uoceno u
poglavlju 3.1.5, sva dejstva se mogu shvatiti kao grupno mnozenje elemenata transverzale neke
podgrupe, ¢ime se generisu specijalne reprezentacije grupe.

Definicija 3.13 Osnovna (eng. ground) reprezentacija grupe G na transverzali Z podgrupe H je
reprezentacija definisana u vektorskom prostoru span (Z) osnovnim dejstvom: D(g) |z;) =|7(g)z;).
Posebno, ako je H = {e} (a Z = G) dobijena reprezentacija D¥ se naziva regularna.

Treba uociti da je u gornjoj definiciji koriséeno mnozenje elementom g sa leve strane (tj. levi
koseti podgrupe H). U tom smislu se ove representacije mogu dodatno specifikovati kao leve
(osnovne ili regularna), dok se desne uvode na oc¢igledan naéin.

Zadatak 3.41: Pokazati da su matrice osnovne reprezentacije (podgrupa H sa transverzalom Z = {z,25,... };
E? su |Z|-dimenzionalne matrice apsolutpog bazisa, (EF)i; = 0pidq;): E(g) =32, E;(g)p, tj. Eij(g9) = 6(2i,7(9)zj)-
Proveriti da su to permutacione matrice®: u svakoj vrsti i svakoj koloni imaju po jednu jedinicu, dok su svi ostali
elementi nule. Sta je ker E7?

Zadatak 3.42: Grupa G dejstvuje na skupu X. Proglasavajuéi elemente tog skupa za bazisne vektore | X|-
dimenzionalnog prostora span (X), pokazati da dejstvo grupe daje matriénu, tzv. permutacionu (ili prirodnu),
reprezentaciju: X (g)x def gz. Sta su njeni matricni elementi? Kako izgledaju matrice prirodne reprezentacije ako
se elementi skupa X numeri$u tako da indeksi prebrojavaju jednu orbitu za drugom?

Zadatak 3.43: Ako su elementi grupe numerisani, g;, kvadratna tablica T" u kojoj se na mestu 7;; nalazi proizvod
gig;1 naziva se modifikovana tablica mnozenja. Matrica D(g) ima 1 na mestima gde se u modifikovanoj tablici
nalazi g, a ostali elementi su joj nule. Pokazati da ove matrice ¢ine regularnu reprezentaciju grupe. Pokazati da
je regularna reprezentacija verna.

Zadatak 3.44: Neka je G grupa linearnih operatora na R™, i £(R™) prostor skalarnih funkcija na R™. Pokazati

da je sa Vg € G, Vf € LIR™), D(g)f(x) et f(g~z) definisana jedna, tzv. koordinatna, reprezentacija grupe G.

Zadatak 3.45: Odrediti matrice regularne reprezentacije grupa Cy i Cly,,.

Zadatak 3.46: Neka je {|i) | i =1,..., N} bazis prostora H, i

. . def . . . .
{Ji1y e eyin) =) @@ |in) | 41,...,0n =1,...,N}

nekorelisani bazis direktnog proizvoda prostora H" = H ® - -- ® H. Pokazati da je u H™ definisana jedna repre-
[ ——

n

.. . . . . def, . . . .
zentacija simetricne grupe S, sa A(7) |41,...,%n) = |ig-11,--.,ix—1,). Da li je unitarna?

1, zaa=2, L . . .
sa proizvoljnim argumentima (brojevi, elementi grupe,...).

3Kronecker-ov simbol §(a,b) = {0 o
inace,
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3.2.2 Ekvivalentnost i unitarnost reprezentacija

Neka je A nesingularni linearni operator koji (izomorfno) preslikava vektorski prostor H na

vektorski prostor H', i neka je D(G) reprezentacija u H. Skup operatora D'(G) o {D'(g9) =

AD(g)A™' | g € G} iz H' (ekvivalentni operatorima D(G) u odnosu na izomorfizam A) je takode

reprezentacija grupe G, jer su svi operatori D’(g) nesingularni i ispunjen je uslov homomorfizma:
D'(gg') = AD(gg')A™" = AD(g)A~'AD(¢")A~" = D'(9)D'(9').

Definicija 3.14 Reprezentacije D(G) i D'(G) su ekvivalentne, ako postoji nesingularni operator
povezivanja A koji preslikava prostor prve na prostor druge reprezentacije, tako da vazi D'(g) =

AD(g)A™Y, Vg € G. Ovo se oznacava sa D(G) ~ D'(G).

Jedan slucaj ekvivalentnih reprezentacija je kada je A automorfizam vektorskog prostora
H(C), i nastaje pri promeni bazisa kojim se operatorska reprezentacija prevodi u matri¢nu.
Ekvivalencija reprezentacija je relacija ekvivalencije na skupu svih reprezentacija grupe, te ga
razbija na klase medusobno ekvivalentnih reprezentacija. Stoga je, za klasifikaciju reprezentacija
date grupe, sto je jedan od osnovnih zadataka teorije grupa (pre svega zbog dalekoseznog znacaja
za fiziku), dovoljno odrediti po jednog predstavnika iz svake klase ekvivalencije, tj. skup svih
neekvivalentnih reprezentacija.

Za koncept simetrije u fizici su znacajni unitarni operatori. Naime, intuitivna predstava
simetrije — transformacija koja ne menja osobine sistema — jezikom kvantne fizike se odmah
izrazava kao linearni operator koji ne menja opservabilne veli¢ine. A opservabilne su verovatnoce
i srednje vrednosti razlicitih operatora, i sve su zapravo skalarni proizvodi. Stoga operatori
simetrije moraju biti unitarni, tj. unitarna je reprezentacija grupe simetrije u prostoru stanja.
Time so otvara pitanje postojanja unitarnog predstavnika klase ekvivalentnih reprezentacija.

Teorem 3.7 (Schur-Auerbach) Za svaku reprezentaciju konacne (kompaktne) grupe u unitar-
nom prostoru postoji ekvivalentna unitarna reprezentacija.

mDokaz: Neka je D(G) reprezentacija grupe G' u kona¢no-dimenzionalnom prostoru H, sa skalarnim proizvodom
(,). Lako je proveriti da je (z, y) Lt ﬁ > hea(D(h)x, D(h)y) takode skalarni proizvod u H. U odnosu na skalarni
proizvod (, ) svi operatori reprezentacije D(G) su unitarni: (D(g)z, D(g)y) = ‘—aZhGG(D(hg)x7D(hg)y) =
(x,y), poSto je, na osnovu leme preuredenja, za neki zadati element g € G skup {hg | h € G} jednak sa G. Neka
je {u1,...,uy} bazis u prostoru #H, ortonormiran u odnosu na skalarni proizvod (, ), a {v1,..., vy} bazis istog
prostora, ortonormiran u odnosu na skalarni proizvod (, ). Ova dva bazisa definisu nesingularni operator prelaska
A jednacinama: u; = Av;, (i = 1,...,|H|). Pritome je (Av;, Av;) = (us,u;) = §i; = (vi,v5) = (A7 u;, A7 uy) (za
svei,j=1,...,|H|). Odavde je za svako z i y iz H ispunjeno (z,y) = (A~ 1z, A= y) i (x,y) = (Az, Ay). Sada se
pomocu operatora A uvodi nova reprezentacija D’'(G), kod koje je za svaki element g grupe G ispunjeno D’(g) =
AD(g)A~!. Ona je ocigledno ekvivalentna sa D(G), a osim toga je i unitarna u odnosu na skalarni proizvod
(, ), jer je (D'(g)z, D'(9)y) = (AD(9)A™ 'z, AD(9)A™'y) = (D(9)A™ 'z, D(9) A~ y) = (A7 e, A™ly) = (2,y). 1
Teorem 3.7 u stvari znaci da se za svaku kona¢no-dimenzionalnu reprezentaciju D(G) konacéne
grupe G u unitarnom prostoru moze naéi njoj ekvivalentna unitarna reprezentacija D'(G) u
istom prostoru u odnosu na isti skalarni proizvod. Kako je dokaz baziran na sumiranju po grupi,
postojanje unitarnih ekvivalentnih reprezentacija je karakteristika konac¢nih i Lompakinih grupa
(npr. SO(3) i SU(n)).

Zadatak 3.47:° Neka je D(G) reprezentacija konaéne (kompaktne) grupe G u unitarnom prostoru H. Proveriti
da je operator C' = ﬁ > ogec D'(g)D(g) strogo pozitivan, i da njegov jedinstveni pozitivni koren T' (tj. T2 = C)
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transformacijom sliénosti daje unitarnu reprezentaciju D'(G) = TD(G)T~! grupe G u istom prostoru. Ovo je
konstruktivni dokaz teorema 3.7.

Zadatak 3.48: Odrediti reprezentacije ) fo
. . .. €9

dejstva grupe Cj, u ravni u bazisima na fa

slikama (a) i (b). Isto za grupu Cy, u ba-

zisima (c) i (d). Pokazati da su dobijene €1

reprezentacije ekvivalentne, i odrediti ma-

tricu prelaska koja ih povezuje. Koje su fi

unitarne? x

(a) (b) () (d)
Zadatak 3.49: Polarno-vektorska reprezentacija grupe G koja je podgrupa u O(3,R) je reprezentacija DPY(QG)
dejstva ove grupe u R3, gde se vektori ovog prostora smatraju polarnim vektorima (npr. koordinate ili impulsi).
Na slican nacin se definiSe i aksijalno-vekiorska reprezentacija, D (G), samo se vektori smatraju za aksijalne
(npr. ugaoni ili magnetni momenti). Odrediti polarne i aksijalne reprezentacije u Descartes-ovom bazisu, za
grupe Cy, Cy, i D4. Kada su polarna i aksijalna reprezentacija grupe jednake?

€1

Zadatak 3.50: Pokazati da je za svaku reprezentaciju D(G) reprezentacija i det D(G).

3.2.3 Ireducibilne reprezentacije

Zadatak odredivanja neekvivalentnih reprezentacija se dodatno pojednostavljuje* zapazanjem da
se sve reprezentacije date grupe mogu izraziti pomocu ogranicenog broja najprostijih.

Definicija 3.15 Neka je D(G) reprezentacija grupe G u prostoru H. Reprezentacija D(G) u
prostoru H je reducibilna ako postoji netrivijalni potprostor Hy (0 < |H1| < |H|), invarijantan
za sve operatore reprezentacije; ako takvi potprostori ne postoje, reprezentacija je ireducibilna.
Ako je prostor H moguce razloziti na direktnu sumu invarijantnih potprostora, H = Hy & Ho,
kaze se da je D(G) razloziva reprezentacija, te da je suma reprezentacija Dy(G) i Dyo(G) (ope-
ratori reprezentacija D;(G) su redukovani operatori reprezentacije D(G) w prostorima H;). To
se oznacava sa D(G) = D1(G) @ Do(G), a reprezentacije Di(G) se nazivaju podreprezentacije
ili komponente reprezentacije D(G). Kada je H unitarni prostor i pri tome ortogonalni zbir
wnvarijantnih potprostora Hy i Hs, govori se o ortogonalnoj sumi reprezentacija.

Treba shvatiti da je reducibilnost reprezentacije
osobina skupa operatora D(G), i zapravo nije pove-
zana sa grupom G.

Ireducibilne reprezentacije ¢e biti istaknute gor-
njim grékim indeksom u zagradi, koji ¢e ih i pre-
brojavati: DW(G). Kako ée se pokazati, konacna

Tabela 3.2:  Ireducibilne reprezenta-
cije Cy,. Mnozenjem matrica generatora
Cy 1 0, dobijaju se matrice ostalih eleme-
nata. Oznake A,, se koriste u fizici mole-

grupa ima konaéno mnogo neekvivalentnih ireduci- Kula.

bilnih reprezentacija. Njihov broj se oznacava sa 7, H Cu H Ca ‘ Oz H

a ispostavice se da je to upravo broj klasa konjuga- DW = A, 1 1

cije u grupi. Dimenzija ireducibilne reprezentacije D® = B, 1 -1

DW(@) se oznacava sa |u|. Simbol DW(G) je re- || D® = A, —1 1

zervisan za jediniénu reprezentaciju. Najjednostav- | D™ = B, -1 -1

niji primeri ireducibilnih reprezentacija su jednodi- - (i 0 ) (O 1>
DB =F

menzionalne reprezentacije. Drugi primer, tablica 0 —i 10

4 ”Problemi se resavaju pojednostavljivanjem, sve do konaéne trivijalizacije” (Lav Landau).
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svih ireducibilnih reprezentacija grupe Cly, (tab.

3.2), ilustruje ¢injenicu da su reprezentacije grupe

odredene matricama generatora, kao i vezu broja neekvivalentnih ireducibilnih reprezentacija i
broja klasa konjugacije.

Zadatak 3.51: Pokazati da je sa Vr € R D(r) = (0 ;) zadata reducibilna nerazloziva reprezentacija grupe
(R, +), i odrediti invarijantni potprostor.

Zadatak 3.52:° Neka je D(G) reprezentacija grupe G u prostoru H. Pokazati da svaka orbita dejstva D(G) u
‘H obrazuje invarijantni potprostor, tj. da je Vo € H prostor H, = span ({D(G)x}) invarijantan. Sta je H, ako
je D(G) ireducibilna?

Neka je D(G) reducibilna reprezentacija, i neka je u H (¢ija je dimenzija n) odabran prila-
godeni bazis takav da prvih m = |[H;| vektora ¢ine bazis u invarijantnom potprostoru H;. U
tom bazisu matrice reprezentacije imaju oblik:

Vg € G Dig) = (Dlo(g) 5;&) , (3.2)

gde su Di(g) i Dy(g) kvadratne matrice dimenzija m i n — m, respektivno, a matrica B(g) je
pravougaona tipa m x (n —m). Kako je

D(gh) = D(g)D(h) = (D1<9>ODI<’1> ace fpi(;f))%(h)) _ (Dlggm 52(&))) |

sledi da su skupovi matrica D1(G) = {Di1(g) | ¢ € G} i1 Da(G) = {D2(g9) | ¢ € G} i sami
reprezentacije grupe GG dimenzija m i n — m respektivno. Potprostor Hs, obrazovan preostalim
vektorima izabranog bazisa, jedan je od direktnih komplemenata invarijantnog potprostora Hi,
tj. H = Hi ® Ho; pri tome on nije invarijantan za reprezentaciju D(G). Ako je dodatno, pored
H1, i neki od njegovih direktnih komplemenata invarijantan, tada su, u bazisu koji je prilagoden

na tu dekompoziciju prostora H, matrice svih operatora iz reprezentacije D(G) kvazidijagonalne,
D(G) = (D18G) DQ(()G)> (svaka matrica D(g) je direktna suma matrica Di(g) i Da(g)), Sto
opravdava formulacije koriS¢ene u definiciji 3.15.

Ako je H; invarijantni potprostor za reprezentaciju D(G) koja deluje u prostoru H i ako
je D'(G) = AD(G)A™! reprezentacija u prostoru H’, onda je potprostor H; = AH; jedan
invarijantni potprostor za reprezentaciju D’(G). Takode je jasno da je redukovana reprezentacija
D;(G) u potprostoru H; ekvivalentna redukovanoj reprezentaciji D} (G) u potprostoru H/, posto
je A izomorfizam prostora reprezentacija. Odavde sledi da se ekvivalentne reprezentacije redukuju
na isti nacin (tj. reducibilnost je osobina klase ekvivalentnih reprezentacija), te je dovoljno ispitati
reducibilnost po jednog predstavnika svake klase.

Odnos reducibilnosti i razlozivosti je posebno jednostavan za unitarne reprezentacije. Stoga
ga, za iste grupe na koje se odnosi teorem 3.7, resava Masche-ov teorem.

Teorem 3.8 (Masche) Reducibilna reprezentacija konacne (kompaktne) grupe je razloZiva.

mDokaz: Posto kod konaé¢nih grupa u svakoj klasi ekvivalentnih reprezentacija postoji unitarna, bi¢e razmotrena
upravo takva reducibilna reprezentacija D(G). Neka je njen prostor H, a invarijantni potprostor H;. Poznato je
da za unitarne operatore vazi da je ortokomplement invarijantnog potprostora i sam invarijantan, pa je Hi- takode
invarijantan za D(G). Samim tim je D(G) = D1(G) ® D2(G), gde su D1(G) i D3(G) redukovane reprezentacije
u Hi i Hi respektivno. I
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Zadatak 3.53:° Neka je D(g) = <D10(g) 5((99))> reducibilna reprezentacija grupe G u prostoru C"™. Pokazati
2

da se ekvivalentna razlozena reprezentacija dobija transformacijom sli¢nosti AD(g)A~! pomoéu nesingularne

matrice A = (ﬂén ]l:,—(/:n>7 gde je C' = ‘%” > gec B(g)Da(g™"). Ovo je aternativni dokaz teorema 3.8 (ako je C

moguce naéi navedenim sumiranjem po grupi).

Sa druge strane, svaka razloziva reprezentacija je ocigledno i reducibilna, pa su kod konaénih
(odnosno svih kompaktnih) grupa pojmovi reducibilnosti i razlozivosti ekvivalentni. U stvari,
dokaz prethodnog teorema se moze ponoviti za unitarnu reprezentaciju bilo koje grupe, te su sve
unitarne reprezentacije ili ireducibilne ili razlozive.

Ako u izrazu (3.2) podreprezentacije D1(G) i Dy(G) nisu ireducibilne, postupak razlaganja se
moze produziti dok se celi prostor ne razlozi na direktnu sumu potprostora u kojima deluju iredu-
cibilne reprezentacije. Tada se kaze da je reprezentacija D(G) potpuno redukovana, a, ako su ti
potprostori invarijantni potpuno razlozena. Jasno, svaka unitarna reprezentacija bilo koje grupe
(a svaka reprezentacija konacne ili kompaktne grupe) je ireducibilna ili se potpuno razlaze na
ireducibilne. Vidi se da je problem odredivanja svih reprezentacija neke zadate grupe sveden na
odredivanje skupa neekvivalentnih ireducibilnih reprezentacija te grupe, $to je veoma znacajno
uprosc¢enje. Naravno, u sluc¢aju grupa ¢ije reprezentacije nisu uvek razlozive, klasifikacija repre-
zentacija podrazumeva i klasifikaciju operatora povezivanja B(g) u izrazu (3.2). Ovaj zadatak
spada u komplikovanu teoriju kohomologija, no, za fizicke probleme je od sekundarnog interesa,
jer se razmatraju prvenstveno unitarne reprezentacije’. Treba naglasiti da je unitarnost dovoljan,
ali ne i potreban uslov za razlozivost. Tako, pored kona¢nih i kompaktnih, postoje i druge klase
grupa ¢ije su sve kona¢no-dimenzionalne reducibilne reprezentacije razlozive (npr. poluproste
Lie-jeve grupe). Kasnije ¢e postati jasno da se unitarnost (time i razlozivosti) reprezentacija u
fizici ¢esto ostvaruje po cenu uvodenja beskonac¢no-dimenzionalnih reprezentacija.

Neka ireducibilna reprezentacija D™ (G) moze se pri razlaganju razlozive reprezentacije D(G)
javiti viSe puta, pa je opsti oblik razlaganja D(G) = @),_; LDW(G), gde je f& broj pojavljivanja
ili frekvencijo ireducibilnih reprezentacija tipa (klase ekvivalencije) D) (G). Kad je jasno koja
se reprezentacija razlaze, indeks D se moze izostaviti (tj. pise se f*.

Zadatak 3.54: Neka je H invarijantna podgrupa u grupi G. Pokazati da svaka reprezentacija D(F') faktor grupe

F = G/H odreduje jednu reprezentaciju grupe G izrazom Vg € G D(g) def D(gH).

3.2.4 Schur-ove leme

Schur je 1905. godine dokazao dva teorema o ireducibilnim skupovima operatora (bez netri-
vijalnih zajednickih invarijantnih potprostora), i oni su osnovni stavovi u teoriji ireducibilnih
reprezentacija kako grupa, tako i drugih algebarskih struktura. Bi¢e navedeni u matri¢noj for-
mulaciji, kao sto je uobicajeno.

Teorem 3.9 (Prva Schur-ova lema) Ako matricea M € C™ komutira sa svim matricama
jedne ireducibilne reprezentacije D™ (G), definisane u prostoru C*, ona je skalarna, tj. M = \1.

mDokaz: Matrica M, kao operator u C", ima bar jedan svojstveni vektor v; neka je odgovarajuca svojstvena

vrednost A. Svojstveni potprostor H) ove svojstvene vrednosti je najmanje jednodimenzionalan. Poznati stav

To se odnosi i na ostatak ovog teksta!
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linearne algebre, da su svojstveni potprostori nekog operatora A invarijantni za operatore koji komutiraju sa
A, povlaci da je H, invarijantan za celu reprezentaciju D) (G). Posto je D (G) ireducibilna, H, mora biti
trivijalan potprostor, i to upravo C™ (definicija 3.15): Hy = C™. Ovo je ekvivalentno sa M = A1. 1

Tako je dobijen jedan friterijum ireducibilnosti reprezentacija: D(G) je ireducibilna ako i
samo ako samo skalarne matrice komutiraju sa svim matricama reprezentacije. Teorem 3.9 je
iskazao potrebnost ovog uslova za ireducibilnost reprezentacije. Sa druge strane, kod reducibilne
reprezentacije matrice imaju, u prilagodenom bazisu, kvazidijagonalni oblik, sa subreprezen-
tacijama na dijagonali: D(g) = Di(G) @ Dy(G). Svaka kvazidijagonalna matrica M, ¢ije su
podmatrice na dijagonali proizvoljne skalarne matrice, M = A\ 1; ® A\215, komutira sa svim ma-
tricama iz D(G), iako sama (za medusobno razli¢ite vrednosti A; i A2) nije skalarna. Prema tome,
kod reducibilnih reprezentacija, skalarne matrice nisu jedine koje komutiraju sa svim matricama
reprezentacije, sto pokazuje i dovoljnost uslova.

Zadatak 3.55: Pokazati da ireducibilna reprezentacija elementima centra dodeljuje skalarne matrice.

Zadatak 3.56: U prostoru U ® V operator A komutira sa operatorima 1, @ D(G), gde je D(G) ireducibilna
reprezentacija grupe G. Pokazati da je A =U @ 1y).

Teorem 3.10 (Druga Schur-ova lema) Neka su DW(G) i DW)(G) dve matricne neekviva-
lentne ireducibilne reprezentacije konacne grupe G. Tada jednakost M DWW (g) = DW(g)M za
svaki element g grupe G zadovoljava samo nulta matrica M tipa [v| X |p].

mDokaz: Pretpostavice se da su reprezentacije D) (G)1i D) (G) unitarne, a posle ¢e se pokazati da stav vazi i u opstem slucaju.
Prvi korak u dokazu je da se uo¢i da matrica MMT komutira sa svim matricama reprezentacija D(”>(G). U stvari, adjungovanjem
uslova iz iskaza teorema, nalazi se DT (g)MT = MTD®)T(g). Koristeéi prvo unitarnost reprezentacija D) (G) i D) (@), a zatim
¢injenicu da je zbog homomorfizma ispunjeno D<”)’1(g) =D (g7 1) i analogno za D) (G), nalazi se D(m(g’l)M‘L = MTD® (g~ b).
Posto ovo vazi za sve elemente grupe GG, mora biti ispunjeno i DWW (g)M1L = MTD® (g). Mnozenjem sa M sleva, i koriséenjem uslova
iz iskaza teorema, nalazi se D) (g)MMT = MMTD®)(g), tj. MMT komutira sa svim matricama reprezentacije D) (@). No, onda
je MMt = \1,, prema teoremu 3.9.
Slededi korak u dokazu je analiza razlicitih moguénosti odnosa dimenzija reprezentacija D(#)(G) i D®)(Q). Ako je |u| = |v|, M mora
biti singularna matrica, jer bi inace, suprotno polaznoj pretpostavci, reprezentacije D(“)(G’) i D(V)(G) bile ekvivalentne. Ali tada
je det MM = det Mdet MT = 0, odakle sledi (posto je det MMT = Al*l) da je A = 0, odnosno da je MMt = 0. Ovo dalje povlaci
Tr MM' = 0, odnosno ZL”:II lelil | m;; |2=0, pa jei M =0. Za |v| > |u| matrica M se moze dopuniti do kvadratne matrice M’
tipa |v| x |v| dodavanjem |v| — |u| nultih kolona. Ocigledno je sada da vazi M’'M’'t = MM+ = A1,. Isto kao i malopre, iz ¢injenice
da je M’ singularna, sledi M’ =0, a time i M = 0. Za |v| < |p| dokaz je analogan prethodnom slu¢aju.
Konacno, treba pokazati da teorem vazi i za reprezentacije koje nisu unitarne. Naime, kada D(“)(G’) i D(”)(G) nisu unitarne,
onda je, prema teoremu 3.7, uvek moguée nacéi nesingularne matrice A i B takve da reprezentacije D(“)/(g) = AD(‘”(Q)A’1 i
D(")/(g) = BD™)(g)B~! budu unitarne. Uslov koji zadovoljava matrica M daje Vg € G M(A_lD(“),(g)A) = (B_ID(”)/(g)B)M,
odnosno, mnozeéi sleva sa B, a zdesna sa A™1, (BMA_l)D(/")/(g) = D(")/(g)(BMA_l). Prema prethodnom delu dokaza nalazi se
BMA~! = 0, a zbog nesingularnosti matrica A i B sledi M = 0. Il

Ako su u prostorima H; i Hsy (nad istim poljem) date reprezentacije D1(G) i Dy(G), tada
je u prostoru Hom(H;,Hs) linearnih operatora (homomorfizama) iz prvog u drugi prostor je-
dan potprostor skup Homg(H1, Ha) operatora povezivanja (eng. intertwining), definisanih sa
AD+(g) = Ds(g)A za sve elemente grupe. Ne moraju biti ni kvadratni, ni nesingularni (samo ta-
kvi su korigéeni u definiciji 3.14), te daju u izvesnom smislu generalizaciju pojma ekvivalentnosti.
Jasno je da se obe Schur-ove leme mogu formulisati kao [Homg(H®, H®)| = §,,.
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3.2.5 Ireducibilne reprezentacije Abel-ovih i ciklicnih grupa

Na osnovu prve Schur-ove leme, teorem 3.9, moze se dokazati
Lema 3.6 Ireducibilne reprezentacije Abel-ovih grupa su jednodimenzionalne.

mDokaz: Svaka matrica bilo koje ireducibilne reprezentacije Abel-ove grupe mora komutirati sa svim matricama
reprezentacije, te je skalarna, a time i dijagonalna. Oc¢igledno je onda, ukoliko je reprezentacija visedimenzionalna,
da je reducibilna.

U slucaju ciklicnih grupa ovo je dovoljno za odredivanje svih neekvivalentnih ireducibilnih
reprezentacija.

Lema 3.7 Kompletan skup ireducibilnih reprezentacije grupe C,, generisane elementom g je:
DW(g*) =55, p=[—=]+1,....[=]

mDokaz: Posto su ove grupe Abel-ove, ireducibilne reprezentacije su im jednodimenzionalne. Kako je svaki
element grupe stepen g, tj. za svako h iz C,, postoji prirodni broj k < n, takav da je h = ¢¥, pa je zbog homo-
morfizma u proizvoljnoj reprezentaciji D(h) = D¥(g). Pri tome je e = g", pa svaka ireducibilna reprezentacija
mora zadovoljiti uslov homomorfizma D" (g) = 1. Stoga je kod jednodimenzionalnih reprezentacija matrica ele-
menta g zapravo jedan of n-tih korenova broja 1, a n razlicitih korenova D(“)(g) = ei#27/7 Klasifikuju ireducibilne
reprezentacije. 1

Sve dobijene reprezentacije su unitarne, a jedini¢na je D (C,,). Navedeni izbor intervala za
i je uobicjena konvencija u fizici, kao i oznaka A,(C,,) za ove reprezentacije.

Zadatak 3.57: Odrediti ireducibilne reprezentacije slede¢ih grupa:
1. C,zan=1,...,0);
2. Cy =S0O(2) (grupa svih rotacija oko iste ose);

3. T'(a) (grupa generisana translacijom za duzinu a u prostoru R). Koje reprezentacije su unitarne?

3.2.6 Funkcije na grupi i relacije ortogonalnosti

U daljem tekstu ¢e se cesto koristiti preslikavanja grupe u polje kompleksnih brojeva ili matriéne
algebre. Stoga je dobro podsetiti se da je skup svih funkcija f : G — C vektorski prostor,
CY, ¢ija je dimenzija jednaka redu grupe, |G|. Naime, sve ovakve funkcije su obrazovane line-
1, zah=g,
0, zah#g.
kona¢nih grupa, u prostor funkcija na grupi je moguce uvesti skalarni proizvod definisan na

slededi nacin: (f1, f2) & ﬁ >_gec 11(9)f2(g), i dobijeni unitarni prostor ogranicenih funkeija na

arno nezavisnim karakteristicnim funkcijama elemenata grupe fy(h) = U slucaju

grupi se obelezava sa £%(G). Tako je ovakav skalarni proizvod definisan za konacne grupe, on se
moze prosiriti i na kompaktne neprekidne grupe, kada se zapravo vrsi integracija po svim ele-
mentima grupe. Upravo po moguénosti ovakvog usrednjavanja po grupi, razlikuju se kompaktne
(i konacne) od ostalih grupa, i ta razlika ima dalekosezne posledice u teoriji reprezentacija, pre
svega se manifestujudi na teoreme o unitarnosti (videti dokaz teorema 3.8); treba napomenuti da



48 POGLAVLJE 3. TEORIJA GRUPA

i u slucaju nekih nekompaktnih grupa postoji moguénost integracije u nesto izmenjenom smislu
(Haar-ova mera).

Upravo ovaj skalarni proizvod je osnov analize ireducibilnih reprezentacija konacnih i kom-
paktnih grupa u ostatku ovog poglavlja. U kombinaciji sa Schur-ovim lemama daje uvid u odnose
medu matriécnim elementima ireducibilnih reprezentacija grupa.

Teorem 3.11 (Veliki teorem ortogonalnosti) Neka su D (G) i DW)(G) dve matricne ire-
ducibilne reprezentacije konacne grupe G. Tada medu matricnim elementima ovih reprezentacija
vaze sledece relacije ()1“[05%’011;1111()%1:

r,
ZD 9 )(g) - m(A 1)kj(14)im5pw>
ge('
gde je 8,, = 0 ako su DW(G) i DV)(G) neekvivalentne, a 8., = 1 ako za svako g iz G vaZi
D (g) = AD™M(g)A~".

mDokaz: Neka je M(X) = ef ‘él

prostora Cl#!I¥l tj. skupa {E7% | j=1,...,|u; k=1,...,|v|; (E*)g = 0750kt }, nalazi se

dec D(”)(gfl)XD(V) (g9) matrica tipa |p| X |v|. U slucaju kada je X element Weyl-ovog bazisa

lul vl

(M( ]k) Yim = |G\ Z ZZD(H)(gfl ]k)s (u) |G\ Z (u) *1)D(”)( ).

geEG s=1t= geG

Desna strana poslednje jednakosti je istovremeno i leva strana jednakosti iz iskaza teorema, pa ¢e u nastavku dokaza biti izracunata.
Koriséenjem leme preuredenja pokazuje se da za svako h € G vazi:

M(X)D™)(h) = D(”)(h)%| > DW((gh)~")X D™ (gh) = DU ()M (X).
geG

U slucaju kada su D(“)(G’) i D(")(G’) neekvivalentne reprezentacije, poslednja jednakost prema drugoj Schur-ovoj lemi povlaci da je
M(X) =0, za svako X. Kada se za X uzmu matrice pomenutog apsolutnog bazisa, dobija se iskaz teorema za slu¢aj neekvivalenih
reprezentacija D(#)(G) i D®) gG). U slucaju kada je D) (g) = AD®)(g)A~1, nalazi se M(X)D®) (k) = AD®) (h)A~1M(X), tj.
D®(h) = (A~1M(X))"1D®) (h)(A~1M (X)), sto prema prvoj Schur-ovoj lemi Znam A~ 1M(X) = )\(X)ILV, odnosno M(X) =
>\( JA. Trag pretposlednje jednakosti, za X = EJ* daje Tr A—'M(E7F) = |G| Ygeg TrA” LHADW (g~ A~ Y)EI*DW)(g) =

161 Lgec TTATIEIR = (A1) = XETF)|v), tj. A(E]k) (A™)k;j/Iv|. Prema tome je (M(E7*))im = 1 (A7 )k;j(A)im. I
U sluc¢aju unitarnih reprezentacija DW(G) i DW(G), relacije ortogonalnosti su

ZDﬂ DDE(9) = (A5 (A

| = v

jer je tada ij" g™ = Dj(f (g). U fizici se obi¢no unapred zadaje skup matri¢nih unitarnih
neekvivalentnih ireducibilnih reprezentacija grupe G. Stoga su ekvivalentne reprezentacije za-
pravo jednake, pa je A jedini¢ni operator, i tada relacije ortogonalnosti dobijaju formu koja ¢e u
daljem tekstu biti koris¢ena:

1
DY (9) D) (9) = 0 imbyu- 3.3
’G| Z (g> ‘Vl Jk H ( )
geG
Teorem 3.11 se moze shvatiti kao iskaz o ortogonalnosti funkcija D%‘)(G) (w=1,...,r i, =
,lp]) iz £2(G). Ocigledno, ove funkcije nisu normirane, a norma im je |u|~*/2, tako da se kao

ortonormirani skup funkcija iz £3(G) dobija skup { |u|D§§L>(G) lp=1,...,rm4,5=1,...,|ul}:

(V1D (@), VIVIDIA(G) = 610661,
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Kako prostor £2(G) ima dimenziju |G|, a za svaku ireducibilnu reprezentaciju D™ (G) postoji
|uf? ortonormiranih vektora iz ovog prostora, nalazi se da je >, |u[* < |G|. Kasnije ¢e biti
pokazano (teorem 3.13) da ovde vazi znak jednakosti.

3.2.7 Karakter reprezentacije

Pojedine osobine reprezentacija grupa, od koji su neke relevantne za fiziku, odredene su samo
tragovima matrica reprezentacije. Naravno, to je posledica nezavisnosti traga od bazisa re-
prezentovanja (trag je jedna od invarijanti svakog operatora), pa se ovako mogu ispitati samo
karakteristike cele klase ekvivalentnih reprezentacija.

Definicija 3.16 Karakter, x(G), reprezentacije D(G) je funkcija na grupi G (vektor w pro-
storu L%(Q)), koja svakom elementu g grupe pridruzuje trag operatora D(g): x(g) = Tr D(g).
Karakteri ireducibilnih reprezentacija grupe nazz’vaju se primitivni karakteri.

dimenziji prostora reprezentacije: x(e) = |D(G)|, karakter reprezentacije daJe i podatak o di-
menziji noseceg prostora. No, najvaznije osobine karaktera daje

Teorem 3.12 (i) Dve reprezentacije konacne (kompaktne) grupe G su ekvivalentne ako i samo
ako imaju jednake karaktere (kao vektore u L*(G)).

(11) Elementi iste klase konjugacije imaju istu vrednost karaktera, tj. karakter je funkcija na
skupu klasa konjugacije grupe.

(111) Karakter x(G) reducibilne reprezentacije D(G) jednak je sumi karaktera podreprezentacija.

(i) Karakteri ireducibilnih reprezentacija konacne (kompakine) grupe G su ortonormirani vek-
tori u prostoru L*(G) (tzv. mali teorem (,)1'tofr<,)11alnosti):

(@) XM Z X (9) = G

gEG

(6, = 1 ako su reprezentacije DWW (G) i DW)(G) ekvivalentne, a 8,, = 0 u suprotnom
slucaju,).

v) Za reprezentaciju D(G) = @7_, f*DW(G) konacne ili kompaktne grupe sa primitivnim
) pn=1 g
karakterima {x"(G), p=1,...,r}, fr’ekvenczje ireducibilnih komponenti su

= (x"(@), x( |G| Z YW (g

gelG

mDokaz: (i) Svaka reprezentacija D’(G) ekvivalentna sa D(G) se dobija iz D(G) transformacijom sli¢nosti
pomocu nesingularnog operatora A (definicija 3.14). No, trag je invarijantan na transformaciju sli¢nosti, ¢ime je
dokazano da ekvivalentnost reprezentacija povlac¢i jednakost karaktera. Da bi se dokazao obratan iskaz, pretpo-
stavice se da je x(G) = x/(G) i napisati D(G) i D'(G) u potpuno razlozenom obliku®: D(G) = >l fEDW(G)

60vaj deo dokaza zahteva razlozivost reprezentacije, te je to razlog zasto je formulisan za konacéne grupe;
zapravo vazi u skupu razlozivih i ireducibilnih reprezentacija svake grupe. Jasno je da su dve reprezentacije
oblika (3.2) sa jednakim podreprezentacijama, ali razli¢itim matricama B(g), u op$tem sluc¢aju neekvivalentne,
mada im je karakter jednak.
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1 D'(G) =3, f“, DWW (). Na osnovu stava (v) (koji ¢e biti nezavisno dokazan), iz jednakosti karaktera sledi
f5=fh, p=1,...,r, tj. ireducibilne komponente u D(G) i D'(G) su medusobno jednake, u razlozenoj formi
D(G) i D'(G) se razlikuju najvise po redosledu ireducibilnih komponenti. Tada je uvek moguce naéi nesingularnu
matricu A koja ¢e transformacijom sli¢nosti prevesti D(G) u D'(G), tako §to ¢ée permutovati komponente, Sto
dokazuje ekvivalentnost reprezentacija.

(ii) Za svako g,h € G je x(hgh™') = Tr D(hgh™') = Tr D(h)D(g)D~t(h) = Tr D(g) = x(g). Dakle, cela klasa
konjugacije ima istu vrednost karaktera.

(iii) Ako je D(G) = D1(G) @ D2(G), uzimanjem traga u bazisu prilagodenom na odgovarajuéu dekompoziciju
prostora reprezentacije D(G), nalazi se Tr D(g) = Tr D1(g) + Tr D2(g) za svako g iz G.

(iv) Karakteri ekvivalentnih reprezentacija su jednaki, i moze se izabrati unitarni predstavnik klase ekvivalencije.
Izborom ¢ = j i k = m u (3.3), i sumiranjem po i i k, dobija se trazena relacija.

(v) Stav (iii) daje x(g9) = 22:1 *x®™(g). Mnozenjem sa ﬁx(”)*(g) i sumiranjem po g, nalazi se

(@), x(G)) = 3271 [P (X(G), X" (G)) = f*, (iskoriscen stav (iv)).

Odavde se dobija novi Lriterijum ireducibilnosti reprezentacija. Za reprezentaciju D(G) =
@y f*DW(G) ispunjeno je (x(G), x(G)) = > p—1 @ Ako i samo ako je D(G) ireducibilna, svi
koeficijenti f* su jednaki 0, osim jednoga koji je 1, pa je (x(G),x(G)) = 1. U svim ostalim
slucajevima (kada je reprezentacija D(G) reducibilna) ovaj skalarni proizvod je veéi od 1. To
znadi da je za ireducibilnost reprezentacije D(G), ¢iji je karakter x(G), potrebno i dovoljno da

bude (x(G), x(G)) = 1.

Zadatak 3.58: Odrediti karakter permutacione reprezentacije (zadatak 3.42). Zatim nadi razlaganje permuta-
cione reprezentacije dejstva grupe Cy, na molekulu iz zadatka 3.23.

Zadatak 3.59: Pokazati da su vektorske reprezentacije (zadatak 3.49) grupa Cy i Cy, reducibilne i razloziti ih
na ireducibilne.

Zadatak 3.60: Koristedi zadatke 3.33, 3.28 i 3.54, pokazati da grupa S,, (n > 1) ima ta¢no dve jednodimenzio-
nalne (ireducibilne) reprezentacije: simetricnu (S(w) =1, tj. jediniéna) i antisimetricnu (A(w) = (=1)™).

Zadatak 3.61: Neka je D(G) matri¢na reprezentacija grupe G. Pokazati da se kompleksnom konjugacijom ovih
matrica dobija nova, tzv. konjugovana, reprezentacija iste grupe, D*(G). Pokazati da je D*(G) ireducibilna ako
i samo ako je takva D(G), i da su ove reprezentacije ekvivalentne ako i samo ako su im karakteri realni.

3.2.8 Regularna reprezentacija

Definicija 3.13 regularne reprezentacije ukazuje da je x''(G) funkcija na grupi koja jedini¢énom
elementu pridruzuje red grupe, a ostalim elementima nule (u modifikovanoj tablici mnozenja na
svim dijagonalnim mestima se nalazi neutralni element): y*(G) = (|G|,0,...,0)T (po konvenciji
je g1 =€), tj. x®(gr) = 61x|G|. Odmah je jasno da je (x*(G), x*(G)) = |G|, te je na osnovu
prethodnog kriterijuma ireducibilnosti regularna reprezentacija reducibilna (osim kod trivijalne
grupe C1). Posto je ova reprezentacija zapravo matri¢ni oblik rupnog mnozenja, nije neobi¢no
da je njeno razlaganje znacajno u klasifikaciji ireducibilnih reprezentacija grupa.

Lema 3.8 U razlaganju reqularne reprezentacije svaka ireducibilna reprezentacija se javlja ono-
liko puta kolika joj je dimenzija: D®(G) = @Z:1|u|D(”)(G).

mDokaz:  Ako je DF(G) = @_, f*DW(G), tada je f* = (x*(G), x*(G)) = |ul|. 0
Jednostavna posledica ove leme je Wielandt-ova lema (poznata i kao Burnside-ov teorem).
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Teorem 3.13 (Wielandt, Burnside) Red konacne grupe jednak je sumi kvadrata dimenzija
neekvivalentnih ireducibilnih reprezentacija: Y7 |ul* = |G|.

mDokaz: Dimenzija regularne reprezentacije je |G|. Sa druge strane, svaka matrica D (g) u potpuno razlozenom
obliku ima na dijagonali || submatrica D*)(g) tipa |u| x |u| za svako g =1,...,7. 1

Teorem pokazuje da funkcije na grupi { |u|D§§‘)(G) lp=1,...,7m; 4,5 =1,...,|ul|}, ¢ine or-
tonormirani bazis u prostoru £2(G), jer ih ima upravo onoliko kolika je dimenzija prostora. Stoga
se svaka funkcija na grupi moze jednoznacno napisati kao linearna kombinacija ovih funkcija.
Teorem je koristan pri konstrukciji ireducibilnih reprezentacija, jer daje kriterijum potpunosti
nadenog skupa.

3.2.9 Neekvivalentne ireducibilne reprezentacije

Iz stava (ii) teorema 3.12 se vidi da su karakteri takvi vektori iz £2(G) koji imaju medusobno jed-
nake koordinate pridruzene elementima iste klase konjugacije u G. Jasno je da skup svih vektora
koji imaju tu osobinu ¢ini jedan p-dimenzionalni potprostor u £L2(G). Vektori ovog potprostora
se mogu shvatiti i kao funkcije na skupu klasa konjugacije grupe G (to su funkcije koje presli-
kavaju klase konjugacije u kompleksne brojeve), pa je potprostor izomorfan unitarnom prostoru
funkcija na skupu klasa konjugacije: L£*(C',...,C?). To je prostor kolona od p kompleksnih
brojeva, u kome je skalarni proizvod definisan sa:

(A(Ch,....CP), foC ... C7)) ,G| Z | C™ | fi(C™) f(C™).

To zna¢i da se karakteri mogu pisati u obliku x(C*, ..., CP) = (x(C'),...,x(C?))T. Pored
toga, stav (iii) teorema 3.12 pokazuje da su primitivni karakteri ortonormirani skup vektora u
L2(CY ..., CP), jer je

(W (CY,...,cP) XM, . .. CP)) = Ic] 2 Z | O™ | W (C™)x P (C™) = 6,

Vektori x"(CY,...,C?) (n = 1,...,r) se obiéno zapisuju u fabeli karakiera (tabela 3.3). To je
tabela gde su u gornjoj vrsti nabrojane sve klase konjugacije C™ (m = 1,...,p) grupe, a u levoj
koloni se nalaze oznake D (w=1,...,r) svih neekvivalentnih ireducibilnih reprezentacija. U
preseku p-te vrste i m-te kolone nalam se bI‘OJ X (C™). Ocigledno je da se u prvoj vrsti tabele
karaktera nalaze samo jedinice (jer je D! (G) jedinicna reprezentacija), dok su u prvoj koloni
navedene dimenzije svih ireducibilnih reprezentacija. Kod Abel-ovih grupa su sve reprezentacije
jednodimenzionalne, te je kod njih tabela karaktera u stvari i tabela neekvivalentnih ireducibilnih
reprezentacija.

Zbog ortonormiranosti r vrsta tabele karaktera sledi da je r < p (po$to u p-dimenzionalnom
prostoru £2(C',...,CP) ne moze biti vise od p ortonormiranih vektora). U stvari, tabela je
kvadratna, jer vazi

Teorem 3.14 Broj neekvivalentnih ireducibilnih reprezentacija konacne grupe G jednak je broju
klasa konjugacije uw G: r = p.
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Tabela 3.3: Tabela karaktera. U prvoj vrsti su date sve klase konjugacije (kao i njihov red),
dok su u prvoj koloni navedene neekvivalentne ireducibilne reprezentacije. Klase konjugacije se
u standardnim tablicama zadaju jednim predstavnikom.

| G [[1C={e |- [I’[C7 [ [[cPC” |
DM 1 1 1

D D@ [ X [ [ P
DO D] XPC) [ [ PP

mDokaz:  Posto je skup primitivnih karaktera {x"(G) | p = 1,...,r} ortonormiran u £2(G), time i u
L2(C*,...,CP), to znaéi i da je linearno nezavisan. Ovaj skup je i obrazujuéi za u £L2(Ct,... CP), §to po-
kazuje sledeée razmatranje. Kao vektor iz £2(G) svaka funkcija f(G) na grupi se na osnovu teorema 3.11 moze
napisati kao linearna kombinacija bazisnih vektora D,(C‘;)(G): fh) =321 Z‘k”]‘ L b(“)D(”)( h), Vh € G. Dodatno,
kao vektor iz £2(C*,...,CP) mora da zadovolji jednakost: Vh,g € G f(h) = f(ghg™"'). No onda (3.3) daje:

r o |pl

= T3 8 -
g€

geG u=1k,5=1

r ]

|G|ZZ S DU ()00 (D i

g€G p=114j4,km=1

Z b(“)D(“ Z b(M)X(#) (h),
p=1

1 lul 5=

gde je b = ZMI ‘i‘by;). Prema tome, proizvoljni vektor f(G) iz £2(C*,...,CP) je linearna kombinacija
primitivnih karaktera. Stoga je skup primitivnih karaktera bazis u £L2(C1,...,CP), te je r = p. 1
Ako se funkcije iz L2(C?, ..., CP) shvate kao vektori iz prostora CP, tada primitivni karakteri

viSe nisu ortonormirani bazis u odnosu na standardni skalarni proizvod, ve¢ je to skup vektora:

HCH Gy NP1y w _
{( WX()(C),---7 WX()(C)HM—L---J?}-

U modifikovanoj tabeli karaktera, ¢ije su vrste upravo gornji vektori, i kolone i vrste su orto-
normirane u odnosu na standardni skalarni proizvod (poznato je da iz ortonormiranosti vrsta
kvadratne matrice sledi ortonormiranost njenih kolona):

Gl

u)* i |C| J — t il J s,
Z (N TG X (€) = . JZX (O = 1505

Desna jednakost pokazuje da su i u obi¢noj tabeli karaktera kolone ortogonalne ali ne i normirane
(u odnosu na standardni skalarni proizvod), sto je od prakti¢nog znacaja prilikom konstrukcije
tabele karaktera. Pri tome prva kolona tabele karaktera daje upravo teorem 3.13.
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3.2.10 Projektivne reprezentacije

Definicija 3.17 Projektivna reprezentacija D(G) sa multiplikatorima (nazivaju se i faktor-
sistem ) {¢(g,49") € C|g,q € G} je preslikavanje D grupe G u skup operatora (matrica) D(G) =
{D(9)|g € G}, za koje vazi D(g)D(q') = ¢(g,9")D(g9q’).

Lako je proveriti da aksiom asocijativnosti grupe dozvoljava da skup kompleksnih brojeva
{#(g,¢")} bude faktor-sistem (grupe G) ako i samo ako je

¢(g, h)p(gh, k) = ¢(g, hk)p(h, k) Vg, h k€ G. (3.4)

Ukoliko je ¢(g, ¢') = 1 zasvakipar gig’ iz G (trivijalni faktor-sistem), ovo je obi¢na reprezentacija
grupe G.
Ireducibilnost, unitarnost i ekvivalencija projektivnih reprezentacija uvode se na isti nacin kao

i za obi¢ne. Za projektivnu reprezentaciju D(G) (sa faktor-sistemom ¢p) i proizvoljne nenulte
def

brojeve ¢(g) (kalibracioni faktori; eng. gauge), D'(g) = ¢(g)D(g) je projektivna reprezenta-
cija sa asociranim (ekvivalentnim) faktor-sistemom ¢pi(g, g') = %(ﬁl)(g,g'). Reprezentacije
D(G) i D'(G) su projektiono ekvivalentne ako postoji nesingularni operator A takav da je za sve
elemente grupe D'(g) = c(9)A™1D(g)A za neke brojeve c(g); dok obicna ekvivalencija odrzava
multiplikatore, projektivna dozvoljava i da su ovi asocirani. Kod konac¢nih grupa za svaki faktor-
sistem postoji asocirani standardni, za koji je |¢p(g,g")| = 1, a ¢(e, g) = ¢(g,€e) = 1; odgovarajuca
projektivna reprezentacija je ekvivalentna unitarnoj, uz standardizaciju sa D(e) = 1.

Proizvod dva faktor-sistema ¢ i ¢’ je faktor-sistem ¢”(g, ¢') & o(9,9)¢' (9,4"), pa je ®(Q)
Abelova grupa. Klasa ekvivalencije T'(G) trivijalnog faktor-sistema je (invarijantna) podgrupa u
O(G), a grupa multiplikatora je faktor-grupa M(G) = ®(G)/T(G).

Za svaku klasu ekvivalencije faktor-sistema se konstruise skup neekvivalentnih unitarnih ire-
ducibilnih projektivnih reprezentacija grupe G (njihov broj ne mora biti jednak broju klasa
konjugacije grupe). Pri fiksiranom izboru standardnog faktor-sistema (iz svake klase projektivne
ekvivalencije), za neekvivalentne unitarne ireducibilne reprezentacije vaze teoremi ortogonalnosti
za matri¢ne elemente i karaktere (elementi iste klase konjugacije mogu imati razlicite karaktere!).

Neka se grupa G’ homomorfno preslikava na G, pri ¢emu je H kernel homomorfizma (sa
odabranom transverzalom 7). Posto je G = G'/H, kanoni¢ni homomorfizam svakom elementu g
grupe G pridruzen je element z, transverzale Z. Za ove elemente osnovno dejstvo grupe G’ indu-
kovano podgrupom H (lema 3.2) je 24,24, = Zg,9,0(91, 92), ¢ime je svakom paru elemenata g1, g
iz G pridruzen element h(gy, go) iz H. Reprezentacija D’'(G’) u kojoj je podgrupa H reprezen-

tovana skalarnim matricama D’(h) = ¢(h)1 definiSe projektivnu reprezentaciju D(g) © pr (24)
grupe G, sa faktor-sistemom ¢(g1, g2) = ¢(h(g1, g2)). Drugaciji izbor predstavnika koseta z, daje
ekvivalentni faktor-sistem. To znaci da kada je H podgrupa centra grupe G’, svaka ireducibilna
reprezentacija grupe G’ daje ireducibilnu projektivnu reprezentaciju grupe G (zadatak 3.55).
Grupa G je natkrivajuca grupa za G ako se svaka projektivna ireducibilna reprezentacija grupe
G moze na opisani nacin dobiti iz neke obi¢ne ireducibilne reprezentacije grupe G. Postoji (ne-
jednoznacna) grupa reprezentacija (il uniwerzalno natkrivajuca grupa) reda |G||®(G)| za koju je
grupa multiplikatora ®(G) izomorfna podgrupi H centra grupe G. Njene neekvivalentne ireduci-
bilne reprezentacije na opisani na¢in daju sve projektivno neekvivalentne projektivne ireducibilne

reprezentacije grupe G.
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Zadatak 3.62:° Pokazati da su sve jednodimenzionalne reprezentacije projektivno ekvivalentne jedini¢noj.

3.3 OPERACIJE SA REPREZENTACIJAMA

U fizickim primenama se javlja potreba da se na razli¢ite nac¢ine kombinuju reprezentacije iste,
ili cak razlicitih grupa. Takode je vazno konstruisati ireducibilne reprezentacije grupa, ili naéi
bazis u kome je neka reprezentacija razlozena.

3.3.1 Konjugovana reprezentacija

Kao sto je ve¢ pokazano (zadatak 3.61), za svaku reprezentaciju D(G) grupe G je i skup ko-
njugovanih matrica D*(G) takode reprezentacija, iste dimenzije i ireducibilnosti. U fizickim
primenama teorije grupa cesto je potrebno razmatrati odnos reprezentacije i njoj konjugovane,
preciznije njihovu ekvivalenciju. Odmah je jasno da se u ovom smislu izdvajaju tri tipa repre-
zentacija.

Definicija 3.18 (Wignerova klasifikacija) ako su reprezentacija D(G) i njoj konjugovana ekvi-
valentne (karakter D(G) realan), onda je D(G) reprezentacija prve vrste (realna) ukoliko postoji
ekvivalentna realna reprezentacija Dr(G) (Cije su sve matrice realne), a druge (kvaternionska)
ako ova realna forma ne postoji; reprezentacija je trece vrste (komplesna) ako nije ekvivalentna
konjugovanoj (karakter joj nije realan).

Teorem 3.15 (Herring-ov kriterijum) Ireducibilna reprezentacija D™ (G) je prve, druge i trece

vrste ako i samo ako je X(CM) o ﬁ > gec X" (g?) jednako redom 1, -1 i 0.

mDokaz: Za unitarnu reprezentaciju prve ili druge vrste postoji unitarni operator A takav da je D(“)(G) =
ADW’ (G)A~1! (za kompleksne reprezentacije je odmah A = 0). Ponovljenom primenom ove ekvivalencije, nalazi
se DIW(G) = AA* DWW (G)(AA*)~!. Teorem 3.9 povlaci AA* = cl, tj. A* = cAl = ¢(A")T = 2A*, te je
S D@D (g) = &1 S giim AnDiL (9) AL DY (9).
Teorem 3.11 daje X(CM) = ﬁ > i Ai_leij =c. Kada je A* = A~! (¢ = 1) postoji koren B operatora A takav da je
B* = B~! (jer onda iz B? = A sledi B*? = B~?2); pri tome je B~!D(G)B realna reprezentacija: (B~1D(G)B)* =
BD*(G)B~! = BA*D(G)A*"'B~! = B~ D(G)B. Ovim je pokazano da je ¢ = 1 ako i samo ako je reprezentacija

prve vrste, te za ¢ = —1 ona mora biti druge vrste. 1

¢ = %1 (a za komplesne ¢ = 0). Stoga: ng) = ﬁ > i

Zadatak 3.63: Ako je D(G) reprezentacija grupe G u prosoru H, u dualnom prostoru H* je prirodno definisana
kontragradijentna reprezentacija D'(G) dejstvom (D'(g)€)(z) = £(D (g~ 1)x) za sve £ € H* i & € H. Proveriti da
je ovo reprezentacija, i da je ekvivalentna konjugovanoj.

3.3.2 Direktni zbir reprezentacija

Ako su u prostorima H' i H” zadate reprezentacije D'(G) i D”(G) grupe G, tada je u direktnom
zbiru H' & H" skup operatora D(G) = {D(g) = D'(g) ® D"(g) | Vg € G} nova reprezentacija
grupe Kako je karakter dobijene reprezentacije ocigledno x(G) = x'(G) + x"(G), sledi i da medu
frekvencijama ireducibilnih komponenti zbira i sabiraka postoji veza f5, = fi.opr = fi + fhn-
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Ova konstrukcija je implicitno podrazumevana veé¢ u samoj definiciji 3.15 u kontekstu ra-
zlaganja razlozive reprezentacije na njene komponente, i upravo ona omogucava izgradnju svih
reprezentacija neke (konacne ili kompaktne) grupe na osnovu ireducibilnih reprezentacija.

3.3.3 Tenzorski proizvod reprezentacija

Kada se fizicki sistem sastoji iz vise podsistema, njegov kvantno-mehanicki prostor stanja je
direktni proizvod podsistemskih prostora stanja. Dejstvo grupe u ovom prostoru se izvodi iz
dejstva u faktor prostorima.

Definicija 3.19 Ako su u prostorima H' i H" zadate reprezentacije D'(G) i D"(G), tada se

skup operatora {D(g) o D'(g) ® D"(g9)lg € G} u prostoru H' @ H" naziva dircktni proizvod

reprezentacija D'(G) 1 D"(G).

Dobijeni skup je reprezentacija, jer vazi: D(g)D(g’) =(D'(g9) ® D"(9))(D'(¢") ® D"(¢")) =
(D'(g)D'(¢')) @ (D"(9))D"(¢")) =D(gg'). Njen karakter je x(g) = x'(9)x"(g), a iz unitarnosti
D'(G) i D"(G) sledi unitarnost proizvoda.

Zadatak 3.64: Odrediti ireducibilne komponente reprezentacije D' (Cj,) ® DPY(Cy,) (zadatak 3.70).

Zadatak 3.65:° Prostori A i B nose reprezentacije A(G) i B(G). Odrediti dejstvo grupe G u prostoru Hom(5,.A)
operatora iz A u B. Identifikacijom prostora Hom(B,A) i B ® A*, pokazati da je ovo dejstvo reprezentacija
B(G) ® A*(G), i da su operatori povezivanja A(G) i B(G) njene fiksne tacke.

Zadatak 3.66:° Neka su D(G) i D'(G) dve ekvivalentne ireducibilne reprezentacije u prostoru V, i V' jedan
operator koji ih povezuje: D'(G) = V~'D(G)V. Pokazati da su u prostoru U @ V reprezentacije 1,(G) ® D(G)
i 11(G) ® D'(G) ekvivalentne, i da je svaki operator koji ih povezuje oblika X =U ® V.

3.3.4 Tenzorski stepen reprezentacije i simetrizacija

Uzastopno tenzorsko mnozenje reprezentacije sobom dovodi do tenzorskog stepena. Takva dej-
stva su u kvantnoj mehanici karakteristicna za siseme identi¢nih cestica. Inicijalno intuitivni
pojam identi¢nosti formalno se uvodi kao invarijantnost u odnosu na permutacije ¢estica, koje
u odgovarajuc¢im prostorima stanja imaju prirodno dejstvo. Upravo je ponaSanje pri permutaci-

jama definiciona razlika fermiona i bozona.
N
——
U prostoru HY YUR - ®H tenzorski N-ti stepen DN (G) oo D(G) ® --- ® D(G) repre-

zentacije D(G) deluje faktorisano na nekorelisane vektore:

DV(g)(|a1) ® -+ ® |an)) = (D(g) o)) @ - @ (D(g) |xn)). (3.5)

Odavde se dejstvo na proizvoljni vektor dobija prosirenjem po linearnosti, jer je medu nekoreli-
sanim vektorima moguce naéi bazis. Primer takvog bazisa je |i1,...,iy) déf]z'l) ®---® |in), gde
je {|7)} bazis prostora H.
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U istom prostoru je prirodno definisana i reprezentacija A(Sy) simetri¢ne grupe Sy, §to se
najlakse uocava dejstvom na navedeni bazis (zadatak 3.46):

AN Jigy i) Eino11,. .. i), VT € Sy (3.6)

Ova reprezentacija nije ireducibilna (osim za N = 1), te razlaganje A(Sy) = Y., f*D@(Sy)
izdvaja visestruke ireducibilne potprostore HY. No, svi operatori A(Sy) komutiraju sa operato-
rima reprezentacije D™ (G), pa su potprostori HY invarijantni za reprezentaciju D(G), koja se u
njima redukuje (zadatak 3.72).

Posebno, redukovane podreprezentacije u simetri¢cnom i antisimetricnom potprostoru grupe
Sy, tj. u visestrukim ireducibilnim potprostorima HY (zadatak 3.60) nazivaju se simetricnii an-
tisimetricni stepen reprezentacije D(G) (oznake su [DN(G)] i {DN(G)}, ili [DV(G)]+). Karakteri
ovih reprezentacija, za stepene 2, 314 su [B7]:

X*(9))+ = %XQ(Q) + %X(QZ)a X (9)]x = éx?’(g) + %X(Q)X(QQ) + %X(gg), (3.7)
X' (9)]+ = 2—14x4(9) + EXQ(g)x(f) + éxQ(QQ) + %X(Q?))X(Q) + }lx(g‘*)-

Zadatak 3.67: Pokazati vezu reprezentacija [DIP/(G)]_ = det D(G) (zadatak 3.50).
Zadatak 3.68: Pokazati da za tenzorski proizvod ireducibilnih reprezentacija D) (G) i D) (Q) vazi = O

Zadatak 3.69:° Zareprezentacije A(G) i B(G) u prostorima A i B pokazati da je dimenzija prostora Home (A, B)
svih operatora povezivanja (operatora M takvih da je MA(G) = B(G)M) [Homg (A, B)| = 3, fifp. Tzvesti
odavde Schur-ove leme.

3.3.5 Razlaganje reprezentacija: grupni projektori

Jedna od i konceptualno i tehnicki za fiziku najvaznijih primena simetrije je nalazenje bazisa
u kome je neka (razloziva) reprezentacija grupe eksplicitno razlozena, tj. bazisa u kome ma-
trice reprezentacije imaju najjednostavniju mogucu kvazidijagonalnu formu. Zadatak je resio
Wigner tehnikom specijalnih grupnih operatora (metod se ponekad naziva i fakticko razlaganje).
[zvorni pristup sadrzi eksplicitno sumiranje po grupi, sto naizgled ogranicava vazenje na konacne
i kompaktne grupe, no modifikacija metoda znacajno prosiruje njegovu primenljivost i efikasnost.

Neka je D(G) unitarna reducibilna reprezentacija grupe G, u unitarnom prostoru ‘H. Frekven-
cije f# ireducibilnih reprezentacija D™ (G) u D(G) odreduju razlaganje D(G) = @Zzlf“D(“)(G).
Sledi da se ceo prostor H ortogonalno razlaze u formi H = @;_, @{::1 'Ht(fj g O 1", gde je 'Ht(ff )
ireducibilni, a H* vigestruki ireducibilni (kaze se i iz0tipski) potprostor reprezentacije D" (G).
Jasno je da je u bazisu ¢iji su vektori elementi medusobno ireducibilnih potprostora, matrice re-
prezentacije kvazidijagonalne. Medutim razli¢iti ovakvi bazisi daju razli¢ite (mada ekvivalentne)
dijagonalne blokove. Da bi se zadatak precizirao, smatra se da su pored reprezentacije D(G),
poznate i (unitarne) matrice svih neekvivalentnih ireducibilnih reprezentacija grupe G, tj. fiksi-
rani su svi matri¢ni elementi {Dgf)(g) |VYge G, w=1,...,p; i,5=1,...,|ul}. Cilj je odrediti
bazis u kome su operatori reprezentacije D(G) reprezentovani kvazidijagonalnim matricama sa
blokovima koji su upravo ove, unapred zadate matrice ireducibilnih reprezentacija. Ovaj zahtev
izdvaja jednu klasu bazisa, sa specificnim transformacionim osobinama (sl. 3.4).
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Slika 3.4: Standardni bazis. Prostor H se zbir visestrukih ireducibilnih potprostora H*,
koji se razlazu na dva nacina: na f" izomorfnih |p|-dimenzionalnih ireducibilnih potprostora
Hgfj ), t, = 1,..., f* (vertikalni), odnosno na |u| izomorfnih f*-dimenzionalnih potprostora

He o m=1,...,|u| (horizontalni). Jednodimenzionalni presek potprostora Hgf) iHt je obrazo-
van standardnim vektorom | pt,m).

Definicija 3.20 Standardni li simetrijski adaptiran bazis prostora H je bazis

{lptym) | p=1,....p; t,=1,...,f"s m=1,...,|pl},

za koji vazi
||

D(g) | utym) = > DY) (g) | ut,m’). (3.8)

m/=1

Na desnoj strani (3.8) pojavljuje se linearna kombinacija vektora iz istog ireducibilnog pot-
prostora iz koga je i vektor bazisa na levoj strani, pri ¢emu su koeficijenti u kombinaciji upravo
unapred zadati matri¢ni elementi ireducibilnih reprezentacija (u proizvoljnom bazisu, na desnoj
strani (3.8) bi se javila suma po celom bazisu sa nenultim koeficijentima). Jasno je da reprezen-
tovani u ovakvom bazisu operatori D(G) dobijaju trazeni razlozeni oblik. Stoga se postavljeni
zadatak razlaganja moze formulisati i kao odredivanje simetrijski adaptiranog bazisa. Izdvajanje
pomenutih potprostora se vrsi pomocu projektora na njih.

Definicija 3.21 Operatori P(’)( D) oo ||g|‘ deGD“)*( )D(g), = 1,....p; 1,5 = 1,...,|ul,

ij
nazivaju se grupni operatori reprezentacije D(G).

Nalazenje standardnog bazisa u potpunosti se svodi na odredivanje ovih operatora.

Teorem 3.16 Operator Pfﬁ)(D) je grupni ])1()'(1&(01 na potprostor HY, dok operator P,%)(D)
izometricki preslikava HY u HE ta ko da je P( L(D ) ]ut 1) =|ut,m). Projektor na (visestruki)

ireducibilni potprostor H* je PW (D) = ‘Igh deGX “(9)D(g).
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mDokaz: Zbog teorema 3.11 dejstvo grupnih operatora je:

[l

M H v
PID) ) = 5 5 DI (@)D(a) [vt) = o 3 5 DU VD 0) [0t1) = s ity

geG n/ 1g€eG

Vidi se da je Pl(f )(D) projektor na HY (vektore tog prostora ostavlja neizmenjenim, a ortokomplement anulira).
Takode, za m > 1, operator Pr%)(D) ima nulpotprostor jednak ortokomplementu HY, a sam H/' bijektivno
preslikava u ’HS# ); pri tome se standardni podbazis HY' preslika u standardni podbazis H%,. Analogno se pokazuje
da je svaki Pr(n“%(D) projektor na H¥,, te je njihov zbir projektor na ceo H*. I

Algoritam odredivanja standardnog bazisa je kompletiran. Prvo se konstruisu operatori
P,Efl)(D) (b =1,....,p, m = 1,...,|u|); kako su i ireducibilne reprezentacije i reprezentacija
D(G) zadati, ovo je pravolinijski postupak sabiranja matrica. Zatim se za svaku ireducibilnu

reprezentaciju odredi jedan ortonormirani bazis u oblasti likova projektora Pl(f )(D) i ti vektori
{lpt, 1) | t, =1,..., f*} ¢ine standardni bazis potprostora H/ (ako je f* = 0, tj. reprezentacija
DW(G) nije komponenta reprezentacije D(G), odgovarajuéi grupni projektor je nulti operator,
te ovakav podbazis ne postoji). Konacno, ostali vektori | ut,m) standardnog bazisa se nalaze
dejstvom ostalih grupnih operatora (za m > 1) na nadene vektore |ut,1). Ocigledno je da izbor
bazisa | pt,1) u drugom koraku nije jednoznacan. No, svaki drugi izbor se svodi na (unitarnu,

ako se po obi¢aju u fizici razmatraju ortonormirani bazisi) lineranu kombinaciju u prostoru HY,

|t 1) = Y, gy, |pt,l); zbog linearnosti operatora Py}

vektore: |pt,m) =32, uyy, |ptum).

ista kombinacija se odrzava i za ostale

Zadatak 3.70: Naéi standardni bazis za permutacionu reprezentaciju grupe Cy, iz zadatka 3.58, kao i za vek-
torske reprezentacije grupa Cy i Cy, (zadatak 3.59).

Zadatak 3.71: Pokazati da je G(D) = |—é‘ Zg D(g) projektor na potprostor fiksnih tacaka reprezentacije D(G).

Sta je minimalan uslov da neki vektor bude invarijantan za celu reprezentaciju? Pokazati da je presek oblasti
likova niza projektora P; potprostor fiksnih tacaka njihovog proizvoda [], P;, i na osnovu ovoga izvesti relaciju
G(D) = Pi(I[; Pi(D(g:))), gde je Pi(A) svojstveni projektor operatora A za svojstvenu vrednost 1 (ukljuéujuéi
P;(A) = 0 ukoliko 1 nije svojstvena vrednost operatora.

Zadatak 3.72: Pokazati da su viSestruki ireducibilni potprostori reprezentacije A(Sy) u H” invarijantni za
reprezentaciju DV (G) (odeljak 3.3.4). Zatim izvesti formule (3.7) za karaktere simetricnog i antisimetri¢nog
kvadrata reprezentacije D(G).

Zadatak 3.73:° Pokazati da je xo = Tr G([D?|*) — Tr G(|D?]7) (bez sumiranja po grupi).

Svi grupni operatori jedne ireducibilne reprezentacije mogu se objediniti u jedinstveni projek-
tor [C'10]. Neka je {| ut,m)} standardni bazis (oznake iz definicije 3.20) unitarne reprezentacije
D(G) u prostoru H, a {| p*m)} standardni bazis unitarne ireducibilne reprezentacije D"" u

*

H W)™

Teorem 3.17 U prostoru H ® H™™ oblast likova modifikovanog grupnog projektora

G(D ® DW") |G‘ZD g) @ DWW (g) (3.9)

je dimenzije f*. Svaki njen ortonormirani bazis {|pt,) | t, =1,..., f*} daje parcijalnim skalar-
nim proizvodom vektore standarnog bazisa reprezentacije DWW (G) w H: |ut,m) = (w'm | pt,).
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mDokaz:  Neka je T*(G) = D(G) @ DWW (G) reprezentacija u H ® H* . Kao usrednjenje po grupi ove re-
prezentacije, modifikovani projektor G(I'*) je grupni projektor u H ® H™ za njenu jediniénu ireducibilnu
komponentu 1(G). Karakter x(g)x(g) operatora I'*(g) pokazuje da se jedini¢na komponenta u I'* poja-
vljuje tacno f* puta (koliko i D™ (G) u D(G), zadatak 3.68). Za svaki izbor ortonormiranog standardnog
bazisa {| pt,m)} w H vektori | ut, ) = > | pt,m)®@ | p*m), za svako t, = 1,..., f*, su fiksne tacke:
TH(g) | pt),) = 3 nk DYy (g)D,(cﬁg(g) | pty,k)® | w'n) =[ pt),). Pri tome su svi ortogonormirani zbog or-
togonalnosti {| ut,m)} i {| p*m)}, te ¢ine bazis u oblasti likova modifikovanih projektora. Stoga je svaki
(ortonormirani) bazis (unitarna) linerana kombinacija ovih vektora: | ut,) = Z% ut, v, | pty ). No, tada je
| ptym) = (p'm | pty) = Zt; Ut t,
neodredenost). I

Treba zapaziti da modifikovana procedura ima jasan intuitivni smisao: da bi se izdvojili
objekti (elementi standardnog bazisa) koji pod dejstvom grupe imaju transformaciona svojstva
opisana reprezentacijom D® (@), dodaje se fiktivni podsistem koji se transformise na suprotan
nacin, i zatim u tako konstruisanom supersistemu izdvajaju objekti koji miruju. Pored ovoga,
treba zapaziti i moguc¢nost da se izbegne sumiranje po grupi. Kako se traze fiksne tacke, vazi
G(DW @D) = P,([[, P.(D™ (g;)®D(g:))), tj. dovoljno je naéi presek fiksnih tacaka generatora
(zadatak 3.71). Ovaj zadatak se moze izvrsiti i numericki kod beskonackih, pa i nekompaktnih
grupa.
Zadatak 3.74: Pokazati da je f* = TrG(D @ D™") (redukcija bez sumiranja po grupi).

ut&m), tj. dobijen je novi izbor standardnog bazisa (m-nezavisna

Zadatak 3.75: Kakva je veza modifikovanog projektora G(D @ D)") i operatora povezivanja Homg (H, H)?
Sta su fiksne tacke i rang modifikovanog projektora?

3.3.6 Clebsch-Gordan-ovi koeficijenti

Direktni proizvod dve ireducibilne reprezentacije ne mora biti ireducibilan, i njegovo razlaganje
na ireducibilne komponente,

DW(G) @ DM(G) = @, ), DV(G), (3.10)

naziva se Clebsch-Gordan-ova serija. Frekvencije li‘y se mogu izra¢unati iz primitivnih karaktera:
o = 181 g X)X (9 (9).
Ako su {|um)} i {|vn)} bazisi u H* i H®) u kojima odgovarajuée reprezentacije imaju zadatu

matri¢nu formu, operatori D™ (G) ® D®)(G) u nekorelisanom bazisu {|um, vn) d§f| pm)® |vn) }
prostora H' @ H" daju matri¢ni direktni proizvod reprezentacija, koji nije u razlozenom obliku.
Stoga je mogudée, npr. opisanim metodom grupnih operatora, naéi standardni bazis | Atyl)
istog prostora, u kome blok dijagonalne matrice reprezentacije odrazavaju Clebsch-Gordan-seriju.
Elementi matrice prelaska iz nekorelisanog u standardni bazis {| uvAtyl)} prostora HH @ H)
se nazivaju Clebsch-Gordan-ovi koeficijenti. Ako su svi navedeni bazisi ortonormirani, Clebsch-
Gordan-ovi koeficijenti su skalarni proizvodi ( puvAtyl | pm,vn); jednoznacno su (do na fazni
faktor) odredeni samo ako su koeficijenti Clebsch-Gordanove serije £ manji od 2 (tj. ili 0ili 1).

77
Zadatak 3.76: Odrediti Clebsch-Gordan-ove koeficijente grupe Cly,.

Zadatak 3.77:° Pokazati da su kada je ;}V = 1 Clebsch-Gordan-ovi koeficijenti koordinate bilo koje nenulte

kolone, naknadno normirane, modifikovanog projektora G(D()‘)* ® DWW @ D(”)). Uopétiti za f, > 1.

nv
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3.3.7 Reprezentacije direktnog proizvoda grupa

Tenzorski proizvod omogucava jednostavno konstruisanje reprezentacija direktnih proizvoda grupa.
U stvari, proizvoljne reprezentacije podgrupa H i K, Aj(H) i As(K), odreduju reprezentaciju
grupe G kao njihov Kronecker-ov proizvod:

Vg=hk, he Hk e K D(hk) = A(h) ® Ag(k). (3.11)

Lako se pokazuje da je ovo zaista reprezentacija. Ona se oznacava sa D(G) = A1(H)® Aq(K), a
karakter joj je x(g) = x1(h)x2(k). Kostrukcija omoguéava nalazenje ireducibilnih reprezentacija
cele grupe.

Teorem 3.18 Neka su {AW(H) | p=1,...,pu} i {dNK) | a=1,...,px} kompletni sku-
povi neekvivalentnih ireducibilnih reprezentacija podgrupa H i K, respektivno. Kompletan skup
neekvivalentnih ireducibilnih reprezentacija grupe G je

f
{D¥(G) = AW(H) @ dN(K) | p=1,...,pu, a=1,...,px}
mDokaz: Na osnovu ortogonalnosti primitivnih karaktera podgrupa nalazi se

(@), x"(G)) = ﬁ DX (9P (g) = (W (H), x W (H)) (') (K), XD (K)) = 6,00,

$to pokazuje kako da su dobijene reprezentacije ireducibilne, tako i njihovu medusobnu neekvivalentnost. Konacno,

ima ih ta¢no pgpr = pg, koliko i razlicitih neekvivalentnih ireducibilnih reprezentacija grupe G (lema 3.5). I

Zadatak 3.78: Odrediti ireducibilne reprezentacije grupe Dy, = Cap @ {e, 01}

3.3.8 Suzenje reprezentacije

U fizici se cesto, zajedno sa reprezentacijama grupe razmatraju i reprezentacije neke njene
podgrupe: npr. pri perturbovanju sistema spoljasnjim poljima, u okviru aproksimativnog me-
toda perturbacija, ili pri proucavanju Siroke klase procesa koja je zato i dobila zajednicki naziv
narusenje simetrije (npr. fazni prelazi), itd. Restrikcija reprezentacije D(G) grupe G na njenu
podgrupu H je, kako se lako vidi, reprezentacija podgrupe, i nosi naziv suzena reprezentacija
(eng. subduced, restricted) na podgrupu, D(G) | H. Kaze se da je D(G) prosirenje reprezenta-
cije A(H) ako je A(H) = D(G) | H. Kako je ireducibilnost zajednic¢ka osobina skupa matrica,
a pri suzenju se skup matrica smanjuje, suzena reprezentacija ne mora biti ireducibilna ni kada
je D(G) ireducibilna, dok obrnuto vazi. Za niz primena je vazno znati na koje se ireducibilne
reprezentacije AW (H) podgrupe razlaze suzena ireducibilna reprezentacija D™ (G) grupe G.
Ovakve veze, D (G) | H = @a* AW (H), se nazivaju relacije kompatibilnosti, a koeficijenti a/
se lako izracunavaju na osnovu karaktera.

Zadatak 3.79: Odrediti relacije kompatibilnosti za grupu Cly, pri suzenju na podgrupe Cjy i {e, o, }.
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Slika 3.5: Geometrija indukcije. Osnovno dejstvo (osnova slike) na nekoj orbiti sa stabilizatorom
H (elementi h), odnosno grupno mnozenje kad se tacke orbite identifikuje sa transverzalom
(elementi z,), "podize” se u vektorski prostor ‘H koji je raslojava u direktni zbir potprostora
(slojeva) nad tackama orbite.

3.3.9 Indukcija reprezentacija

Indukcija je najmoc¢niji medu razli¢itim metodima konstrukcije reprezentacija grupa, a pojavljuje
se na prirodan nacin u razli¢itim problemima fizike. To je nacin da se iz reprezentacije podgrupe
dobije reprezentacija grupe. U ovom smislu je korisna i pri nalazenju ireducibilnih reprezenta-
cija, jer ih je lakse odrediti za podgrupu (npr. za najjednostavnije, cikli¢ne grupe, one su lako
odredene). Zapravo, takav opsti algoritam ne postoji, ali je ova procedura dovoljno moéna da,
uz izvesne dopune, u za fiziku relevantnim situacijama, daje kompletan rezultat.

Vel je uoceno da svaka podgrupa indukuje osnovno dejstvo (3.1), realizovano osnovnom re-
prezentacijom (definicija 3.13) grupe na (odabranoj) transverzali (zadatak 3.41). Postaje intu-
itivno jasno da se, kada je dejstvo stabilizatora (u nekom vektorskom prostoru) zadato repre-
zentacijom (stabilizatora), dva dejstva mogu kombinovati u reprezentaciju grupe. Geometrijski
uvid (slika 3.5) se dobija pridruzivanjem svakoj tacki x, orbite grupe (sa stabilizatorom H i
transverzalom Z) kopije H, vektorskog prostora dimenzije |A|, gde je A(H) proizvoljna repre-
zentacija podgrupe. Stabilizator H deluje reprezentacijom A(H) u prostoru H; predstavnika
orbite, Hi, dok element transverzale z, prenosi ovaj prostor u H,. Prenos se manifestno reali-
zuje tako da se nekom bazisu {| la) = E'® |a) | a = 1,...,|A|} prostora H; pridruZe bazisi
{| p,a) = EP® | a)} ostalih prostora H,), i zatim ”podigne” osnovno dejstvo na tackama u
prostore pridruzene tackama, tako da se z, "vidi” (tj. reprezentuje) kao linearni operator £} @ 1
iz H; na H,. Tada, proizvoljni element g = z,h grupe preslikava | la) u EP @ A(h) | «), i
homomorfizmom se ova dva dejstva prosiruju do dejstva cele grupe u prostoru H = @, H,,.

Definicija 3.22 Indukovana reprezentacija, D(G) = A(H) 1 G, grupe G iz reprezentacije A(H)
podgrupe H, pri transverzali Z = {z1 = e, 20,..., 27} (12| = %), je pridruzivanje elementu g
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matrice
1Z] |Z|
Z B @ A(h(g, 2p)) Z Z (2, Y9z, h VE? @ A(h). (3.12)
p=1 p,q=1 he H

U definiciji su koriséene oznake iz (3.1), pri ¢emu je 7(g)p kompaktnije zapisano kao gp, dok
su E' |Z]-dimenzionalne matrice apsolutnog bazisa. Treba zapaziti da su matrice indukovane
reprezentacije faktorisane na "unutrasnje” dejstvo A(H), unutar prostora jedne tacke, i "spo-
ljasnje”, tj. prenos iz jedne tacke orbite u drugu, koje se realizuje kao osnovna (permutaciona)
reprezentacija E(g) = > EfP (zadatak 3.41). Stoga je blok struktura odgovara permutacionum
matricama osnovne reprezentacije: u svakoj vrsti i koloni je tacno jedan nenulti blok unutrasnjeg
dejestva (dimenzije |Al). Definicija prejudicira da je indukcijom dobijena reprezentacija grupe.
Ovo, kao i neke elementarne osobine dobijene reprezentacije utvrduje

Lema 3.9 Skup matrica D(G) = A(H) 1 G iz definicije 3.22 je reprezentacija grupe G, dimen-
zije |D| = |Z||A|. Njene matrice se sastoje iz |A|-dimenzionalnih blokova, pri ¢emu je u svakoj
vrsti 1 svakoj kolont matrice samo po jedan nenulti blok. Indukovana reprezentacija ne zavisi od
1zbora transverzale, u smislu da se za drugu transverzalu dobija ekvivalentna reprezentacija.

mDokaz: Posto je ES? permutaciona reprezentacija, u svakoj vrsti i koloni ima po jednu jedinicu, koja tenzorskim
mnozenjem postaje blok (svi ostali su nulti). Hommomorfizam sledi iz (3.1):

|Z| 1Z)
D(9)D(g') = Y EPPES* @ A(h(g, %)) A(h(g' 29) = Y EI77® A(h(g.g'29))A(h(g', 24)) = D(gg').

Konaéno, ako je Z’ neka druga transverzala, mora vaziti z;, = 2,h,, gde je h, € H. Pritome iz gz, = z;,h(g, 2,) =
2gph(9; 2p)hp = 2l B(g, 2p) iy, sledi h(g, z,) = b, h(g, zp)hy, odakle se vidi da je:
D'(g) = 5, B @ A(h(g, 2)) = 5, B © A (hgp) Alh(g, ) Alhy) =
— (2, B @ A (h))(X, B @ Alh(g, 5))(5, BL @ A(hy)) = U~ D(g)U. ¥

Indukovana reprezentacija ne mora biti ireducibilna ni kada je A(H) takva. To se vidi veé
na primeru regularne reprezentacije, (definicija 3.13), koja je zapravo indukovana iz jediniéne

reprezentacije trivijalne podgrupe H = {e}: D(G) = 1({e}) + G (Zadatak 3.81).

Zadatak 3.80: Za ireducibilne reprezentacije podgrupe H = {e, 0, } odrediti A(”)(H) 1 Cyy, i pokazati njihovu
reducibilnost.

Zadatak 3.81: Pokazati da je E(G) =1(H) T G.

Grupni projektor daje jasan uvid u razlaganje indukovane reprezentacije.

Teorem 3.19 Modifikovani grupni projektor indukovane reprezentacije D(G) = A(H) T G je
unitarno slican modifikovanom podgrupnom projektoru H(A @ DW):

H *
GDeDW)=U (Bl ® HA®DW) U, U= ‘|G|‘ZE{’®]1A®D(“) (2,).
p

Frekvencije ireducibilnih reprezentacija u indukovanoj su fg(h)m =Tr H(A® DW").
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mDokaz: Prvo ¢ée se proveriti relacija u iskazu teorema.

UtG(D @ DU 'H' ELEVEY) @ (LaA(h(g, 2))1a) ® DWW (2 1g2,) =
pqtg
&> Bl @ (A(h(g, 20)) @ DM (25, g21) 'ZEl (hg, 2)) @ D" (h(g, ).
tg

Za svaki element transverzale z; vazi da kada g prelazi po grupi element h(g, z:) prelazi po celoj podgrupi H i to
|G|/|H| puta. Stoga je gornji izraz tacno I—%E%@H(A@D“”) (ovde je D (H) suzenje ireducibilne reprezentacije
D(G) na podgrupu). Lako je proveriti da je UTU = Ef @ 1o ® 1,, tj. projektor na prostor H; ® HW" | a
zatim i UUTU = U. Poslednja relacija znaci da je U parcijalna izometrija (tj. oblika PV = VP’ = PVP’, gde je
V unitarni operator, a P = VP’V i P’ projektori), koja unitarno preslikava A = H; @ H*)" na oblast likova B
operatora U. Stoga izvedena relacija pokazuje da su oblasti likova modifikovanog projektora podgrupe (potprostor
u A) i grupe (potprostor u B) bijektivno (i unitarno) povezani operatorom U. Samim tim transformacija sli¢nosti
pomoéu U povezuje normalne operatore sa oblaséu likova u A (projektor podgrupe) u normalne operatore sa

oblaséu likova u B (projektor grupe). 1

Zadatak 3.82:° Za osnovnu reprezentaciju E(G) orbite sa stabilizatorom H pokazati: j’g(c) = f}w)*(G)iH

(redukcija na podgrupi).

3.3.10 Indukcija sa invarijantne podgrupe

Teorija indukovanih reprezentacija je detaljno razradena za slucaj kada je H invarijantna pod-
grupa. Zapravo, invarijantnost znaci da je z, 192, iz podgrupe za svaki element z, transverzale
ako i samo ako je g iz podgrupe. Time se otkriva da u indukovanoj reprezentaciji elementima
podgrupe odgovaraju blok-dijagonalne matrice.

Navedeno opazanje je pocetak zadivljujuée dedukcije, ¢iji je glavni rezultat konstrukeija iredu-
cibilnih reprezentacija grupe na osnovu ireducibilnih reprezentacije podgrupe. Upravo to reSenje
dovelo je do epohalnih uvida kako u fizici elementarnih ¢estica tako i fizici kondenzovane mate-
rije. Naravno, cena ovako znacajnog algoritma je komplikovanost njegovog zasnivanja, te ¢e biti
izlozen etapno.

3.3.10.1 G-konjugacija: male grupe, orbite

Kao sto sledi iz (3.12), blokovi A(z,hz,) se pojavljuju u indukovanoj reprezentaciji. Oni su i sami
reprezentacija, tj. uspostavljeno je dejstvo grupe na skupu reprezentacija podgrupe. U skladu
sa naznacenim ciljem, bi¢e vazan slucj ireducibilnih reprezentacija podgrupe.

Teorem 3.20 Grupa G deluje G-konjugacijom na skupu klasa ekvivalentnih reprezentacija in-
varijantne podgrupe H: element g grupe G preslikava reprezentaciju A(H) u g-konjugovanu
reprezentaciju (gA)(H) = Ay(H) = {A,(h) o A(g~'hg) | h € H}. Podgrupa H je invarijantna
podgrupa stabilizatora svake reprezentacije. Reprezentacija A,(H) je ireducibilna ako i samo ako
je takva A(H), tj. G-konjugacija je i dejstvo na skupu ireducibilnih reprezentacija podgrupe.

mDokaz: g-konjugacijom se dobija nova reprezentacija, jer je

Ag(hh') = A(g~thh'g) = A(g™ hg)A(g~ h'g) = Ag(h)Ag(R).
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Skupovi matrica A(H) i Ay(H) su jednaki (razlika je u pravilu pridruzivanja matrica elementima podgrupe), sto
obezbeduje istovremenu nesingularnost, ali i ireducibilnost ovih reprezentacija. Dalje, niz jednakosti, (Ag)y (h) =
Ay(g7hg') = A(g g " hg'g) = Ay y(h), pokazuje da G-konjugacija ¢ini grupu transformacija homomorfnu
grupi G na skupu klasa ekvivalencije reprezentacija invarijantne podgrupe. Za elemente h podgrupe, h-konjugovana
reprezentacija je ekvivalentna pocetnoj (jer je A, (h) = A(g~1)A(h)A(g)), pa je H podgrupa male grupe svake re-
prezentacije A(H), i to invarijantna (jer je invarijantna u G). Istovremena ireducibilnost pocetne i G-konjugovanih
reprezentacija sledi iz jednakosti skupova matrica reprezentacija.

Posto je G grupa transformacija, kako na skupu svih, tako i na skupu svih ireducibilnih
reprezentacija svoje invarijantne podgrupe, mogu se primeniti opsti zakljucci za dejstva grupa.
Tako, skup neekvivalentnih ireducibilnih reprezentacija (podgrupe H) je izdeljen na orbite Gpu
sa stabilizatorima G ,:

Gu = OW ={AY(H)[3g€ G v~gp}, gdeje AW (H)=AW(H),  (3.13)
G, = LW ={geCGlgu~p} (3.14)

Dejstvo elemntima podgrupe ne menja klasu konjugacije, pa je hu ~ p, tj. H a L¥) < G; stabi-
lizator LW sadrzi % koseta H. Reprezentacije iz iste orbite imaju medusobno konjugovane,
time i izomorfne, male grupe. Red orbite, tj. broj neekvivalentnih reprezentacija H povezanih

G-konjugacijom, jednak je indeksu | L‘i‘)l male grupe u G, pri ¢emu svi elementi koseta gL®*

preslikavaju A®(H) u istu (do na ekvivalenciju) reprezentaciju AW (H).

Istaknuto je da u reprezentaciji AW (H) 1 G elementima podgrupe odgovaraju blok-dijagonalne
|L(u)‘
|H|

matrice: ti blokovi su reprezentacije A (H) iz orbite OW. Frekvencija svake je ista,

‘L(u)|

te je razlaganje suzene indukovane reprezentacije (AW (H) 1 G) | H = i Preow AW (H).

Vidi se da ne zavisi od izbore predstavnika orbite O™ Tako, u prostorima Hé“ ) (na koje je
razlozen prostor #H indukovane reprezentacije) deluju z,-konjugovane reprezentacije. Posebno,
blok D,1(z,), koji u matrici D(z,) = >, E*% @ AW (h(z,,1)) preslikava pocetni potprostor 7—[5’”

u prostor ”H;()“ ) reprezentacije A,(z’:)(H ), jednak je jediniénoj matrici 1,,.

3.3.10.2 Asocirani skupovi G-konjugacije

Za elemente koji nisu iz H, svi dijagonalni blokovi indukovanih matrica su nulti, te im je ka-
rakter 0. Poto je ve¢ je utvrdeno da se za elemente H karakter ne menja ako se A® zameni
bilo kojom reprezentacijom G-konjugovanom reprezentacijom, sledi da indukcija bilo koje od
reprezentacija iz O™ daje ekvivalentnu reprezentaciju grupe G. Indukovana reprezentacija ne
mora biti ireducibilna, ali opisana redukcija suzenja znaci da se ireducibilne komponente induko-
vane reprezentacije i same, suzene na H, razlazu samo na ireducibilne reprezentacije (podgrupe
H) iz iste orbite. Tako se otkriva particija (relacija ekvivalencije) skupa ireducibilnih repre-
zentacija grupe G, bijektivna particiji na orbite G-konjugacije: svaka orbita O™ ireducibilnih
reprezentacija podgrupe H odreduje asocirani skup, AW, ireducibilnih reprezentacija grupe G;
AW obuhvata ireducibilne reprezentacije DV (G) = D" (@) ¢ja se suzenja na H razlazu is-
klju¢ivo na reprezentacije iz O (disjunktnost asociranih skupova je posledica disjunktnosti
orbita). Vezu ireducibilnih reprezentacija invarijantne podgrupe i grupe dodatno precizira

Teorem 3.21 (Frobenius-ov i inverzni Frobenius-ov) Neka je H < G.
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(i) Suzena na podgrupu H, ireducibilna reprezentacija D™ (G) grupe G redukuje se na visestruki
direktni zbir (multipl) jedne cele orbite podgrupe: DV(G) | H = ¢ &,com AV (H).

(i4) Razlaganje svake od reprezentacija AY)(H) € O™, indukovane na G, na ireducibilne repre-
zentacije grupe G je AV (H) 1+ G = @ cqway DN (G) = @,\cl’\LD(’\)(G), tj. c/j\L su frekvencije
iz relacija kompatibilnosti (i).

mDokaz: Veé je pokazano da se razlaganje vrsi po orbitama, odnosno asociranim skupovima. Jednakost frekven-
cija (zadatak 3.74) direktno sledi iz teorema 3.19, gde za A(H) treba uzeti ireducibilnu reprezentaciju:
h=Tr (G((AM(H)1G) @ DNG))) =Tr (H(AWH) @ (DM(G) | H))) =c).1

AWH) 1 G
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Slika 3.6: Indukcija sa invarijantne podgrupe. Levo: Koseti podgrupe H grupisani u pod-
grupu L™ (donji red, koji G-konjugacijom daju reprezentacije ekvivalentne sa AW (H)) i njene
kosete (neekvivalentne reprezentacije). Sredina i desno: Donji i gornji pravougaonik su sku-
povi neekvivalentnih ireducibilnih reprezentacija grupa H, odnosno G, podeljeni na orbite G-
konjugacije, odnosno asocirane skupove. Srednji deo slike ilustruje teorem 3.21: ireducibilne
komponente indukovane reprezentacije su iz jednog asociranog skupa. Desno je prikazana kon-
strukcija asociranog skupa preko dozvoljenih reprezentacija male grupe (teorem 3.22).

Geometrijski (Slika 3.6, levo), prostor indukovane reprezentacije D(G) = AW (H) 1 G razlaze

se na % prostora dimenzije %|A(“)(H )|. Prelaz iz pocetnog (koji odgovara multiplu repre-

zentacije AW (H)) u v-ti (koji odgovara reprezentaciji A®)(H)) ostvaruje operator D(t,), gde je
t, jedinstveni element transverzale T' = {t; = e,...,tq L0} (male grupe u grupi) za koji je

Agf)(H) ~ AW (H). Oznacavajuéisay, (I=1,..., %;‘)') elemente transverzale Y (podgrupe H

u maloj grupi L), transverzala (H u G) je Z = TY: indukcija je razlozena na dva stepena: iz
podgrupe do male grupe, pa odavde do grupe, a bazis ukupnog prostora je:

{lvlm) = E"® [lm) = D(t,)D(y) |m) |m =1,...|u, I=1,...,
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3.3.10.3 Dozvoljene reprezentacije

Pokazano je da su asocirani skupovi ireducibilnih reprezentacija grupe u bijektivnoj vezi sa
orbitama ireducibilnih reprezentacija podgrupe. Ovo motivise pokusaj da se ireducibilne re-
prezentacije grupe G izvedu iz ireducibilnih reprezentacija invarijantne podgrupe, procedurom
baziranom na indukciji, i to deo po deo: jedan asocirani skup se odreduje iz odgovarajuce orbite,
nezavisno od ostalih reprezentacija. Medutim, direktnom indukcijom se ne moraju dobiti iredu-
cibilne reprezentacije grupe. Problem se prevazilazi razmatranjem ireducibilnih reprezentacija
male grupe svake od orbita, tj intervencijom u pomenutom prvom stepenu indukcije.

Zadatak 3.83: Zmajuéi da su Cy i Cy = {e,C}} invarijantne podgrupe u Cj,, odrediti male grupe i orbite
u skupu ireducibilnih reprezentacija ovih podgrupa. Koristeé¢i tabelu 3.2, odrediti asocirane skupove i proveriti
teorem 3.21.

Posto je H invarijantna podgrupa i u L™, odnos ireducibilnih reprezentacija male grupe i
podgrupe H je takode opisan teoremom 3.21. Medutim, kako je L) podgrupa u G, orbite L*)-
konjugacije su manje nego kada su koriséeni svi elementi iz G. Specijalno, reprezentacija A®
je po definiciji male grupe invarijantna pri svim ovakvim G-konjugacijama, tj. sama je jedna
jednoclana orbita. U skladu sa prvim delom teorema 3.21, njoj asocirani skup (reprezentacija
L), kada se suzi na H, sadrzi isklju¢ivo reprezentaciju A, i nosi poseban naziv.

Definicija 3.23 Ireducibilna reprezentacija d** (L") male grupe L™ je dozvoljena, ako je
njeno sufenje na H visestruka reprezentacija AW (H), tj. d™)(LW) | H = cAW(H).

Drugim re¢ima, dozvoljene reprezentacije su sva ireducibilna prosirenja nekih multipla A®) (H)
na LMW,

Konac¢no, poznavanje dozvoljenih reprezentacija male grupe, omogucava konstrukciju asoci-
ranog skupa ireducibilnih reprezentacija grupe G.

Teorem 3.22 Neka je H<G, a L™ i O™ mala grupa i orbita ireducibilne reprezentacije AW (H)
i {dP) (LY | = 1,2,...} skup dozvoljenih reprezentacija male grupe. Tada su reprezentacije
DW(G) = dW) (LW 1 G, indukovane iz dozvoljenih reprezentacija male grupe, ireducibilne
neekvivalentne reprezentacije grupe G i ¢ine ceo skup A™ asociran orbiti OW. Isti asocirani
skup se dobija iz dozvoljenih reprezentacija male grupe bilo koje od reprezentacija iz orbite O™

mDokaz:  Analiza suzenja indukovane reprezentacije je pokazala da je D*A)(G) | LW = @de’j’ﬁ)(ﬂm), gde
je T = {t1 = e,....t|g) L |} transverzala male grupe u G. Sve reprezentacije dif’ﬁ)(L(”)) su ireducibilne,
i nuzno neekvivalentne, jer se na H suzavaju u neekvivalentne ireducibilne reprezentacije (tako je mala grupa
i definisana). Za reprezentacije istog asociranog skupa frekvencija je (modifikovani projektori, teorem 3.19):
f)(DWA)Y = Tr G(DW) @ DA™Y = Tr L (d) @ DWA") = >, Tr L) (d(+) © di’:’ﬁ)*) = 64,5. Dakle,
kriterijum ireducibilnosti (teorem 3.12 (iv)) pokazuje da su sve ove reprezenetacije, koje ¢ine jedan asocirani
skup, neekivalentne i ireducibilne. Jasno je i da nema drugih asociranih reprezentacija u istom skupu, jer sve
moraju subdukovati na maloj grupi prosirenje multipla A(")(H ): navedene su jedine ireducibilne, jer ostale
ne bi zadovoljile gornji kriterijum ireducibilnosti. Veéje poznato su reprezentacije iz raznih asociranih skupova

neekivalentne. 1
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3.3.10.4 Ireducibilne reprezentacije grupe: algoritam i oblik

Tako je uspostavljen algoritam konstrukcije svih ireducibilnih reprezentacija grupe na osnovu
zadatih ireducibilnih reprezentacija invarijantne podgrupe, sastavljen iz slede¢ih koraka:

1. grupisanje neekvivalentnih ireducibilnih reprezentacija podgrupe u orbite G-konjugacije;
2. izbor po jedne reprezentacije iz svake orbite, i odredivanje njene male grupe;

3. odredivanje dozvoljenih reprezentacija male grupe;

4. indukcija dozvoljenih reprezentacija male grupe do ireducibilnih reprezentacija grupe.

Prateéa geometrija (Slika 3.6, levo) eksplicira dobijene matrice ireducibilnih reprezentacija
grupe. Kako je veé¢ naglaseno, u svakoj transverzali T = {t; = e, ... ,t|G\/|L(u)\} male grupe u
G elementi odgovaraju razli¢itim ireducibilnim reprezentacijama H iz orbite O™, Stoga (3.12)
daje

«a A «a A ) (41—
Dt (g) =3 "B @ d")(U(g,p)) = > B @ d"(t gty). (3.16)
A A
Invarijantnost male grupe povlaci da su joj elementi reprezentovani blok-dijagonalnim matricama,
(X = )\, te je d®®) (t[;&,\) = dﬁ’;’“) (£); ova kao ty-konjugovana dozvoljena reprezentacija za
AW (H), je zapravo dozvoljena reprezentacija za Aif ) (H) ~ AW (H). Konacno, bazis u prostoru
ireducibilne reprezentacije D) (G) je (3.15) bez prvog koraka,

{lvm) = EY® |m) = D(t,) [m) | m=1,...,c"|ul, v=1,..., %}. (3.17)

Samo je tre¢i korak algoritma, nalazenje dozvoljenih reprezentacija male grupe, do sada ne-
razmotren (i u opstem sluc¢aju komplikovan). Scenario po kome se ovaj deo resava konstrukcijom
svih ireducibilnih reprezentacija male grupe, pa izdvajanjem dozvoljenih medu njima, svodi pro-
blem na a priori jednostavniji od postavljenog (isti zadatak za celu grupu). Nazalost, to vazi sve
dok je mala grupa prava podgrupa . Npr., kada je mala grupa jednaka invarijantnoj podgrupi,
jedina dozvoljena reprezentacija je upravo AW (H), i indukcijom se odmah dobija ireducibilna
reprezentacija grupe. No, ako je neka od malih grupa jednaka G, ovako direktan pristup je
neefektivan, zbog cirkularnog svodenja problema na isti takav. Stoga je ostatak ovog odeljka
posvecen odredivanju dozvoljenih reprezentacija.

3.3.10.5 Konstrukcija dozvoljenih reprezentacija

Konstrukcija dozvoljenih reprezentacija je izloZzena na dva nivoa. S obzirom na konceptualnu
tezinu i tehnicku zahtevnost (zbog jezika projektivnih reprezentacija) opsteg resenja, naknadno
su nezavisno razmotrena dva slucaja: ti pojmovno jednostavniji rezultati su dostatni za veliku
vecinu situacija u fizici.

3.3.10.5.1 Opste resenje
U prethodnim razmatranjima je koris¢ena ¢injenica da je dozvoljena reprezentacija male grupe

ireducibilne reprezentacije A®(H) uvek progirenje nekog multipla AW (H). Pitanje prosirenja
same ireducibilne reprezentacije se odmah namece.
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Zadatak 3.84:° Neka je H < L, i neka je za ireducibilnu reprezentaciju AW (H) svakom elementu ¢ grupe L
pridruzen jedan operator A(f) koji ostvaruje (-konjugaciju: A~ (0)AW (H)A(¢) = AIS’L)(H). Pokazati:

(a) A(L) je projektivna ireducibilna reprezentacija sa faktor sistemom fa (¢, ¢') = Tr (AL)AW)AL()) /| pl;
(b) A(L) se mogu odabrati tako da je A(L) | H = AW (H), A(th) = A)AW (R) i A(hl) = AW (R)A(L) (4.
faktor sistem je standardni, i dodatno fa(h,h’) = fa(l,h) = fa(h,€) =1, fa(Ch,Ch') = fa(l,0));

(c) za dva izbora A(L) i A'(L) iz (b) vazi A’(¢) = c(£)A(¢), gde su brojevi ¢(f) = e konstantni na kosetima H.

Dakle, zadatak 3.84 pokazuje da AW (H) u opstem slucaju ne moze da se prosiri do repre-
zentacije L™, ali da odreduje (jednoznaéno do na ekvivalenciju) projektivno prosirenje A(L),
time i njegov faktor-sistem. Sa druge strane, dozvoljena reprezentacija je obi¢na reprezentacija
koja progiruje visestruku AW (H), te se faktor-sistem kompenzuje novom reprezentacijom.

Teorem 3.23 Neka je d(L) dozvoljena ireducibilna reprezentacija male grupe L = LW iredu-
cibilne reprezentacije AW (H) invarijantne podgrupe H, tj. d(L) | H = ffAW(H). Tada je
d(L) = Y(L)® A(L), gde su A(L) i Y(L) ireducibilne projektivne reprezentacije, pri cemu je
A(L) projektivno prosirenje reprezentacije AW (H), Y(L) | H = 1;.(H), a za faktor-sisteme
vazi oy = (bgl; ako i samo ako postoji obicno prosirenje AW (H) do L, obe reprezentacije se
mogu odabrati kao obicne.

mDokaz: Po definiciji dozvoljene reprezentacije, njen prostor sadrzi f(‘; kopija ireducibilnog prostora H(#), te se moze napisati u
formi U ® H(“), gde je U] = f: U ovom prostoru je definisana reprezentacija 17u ® A(“)(H): preciznije, postoji bazis u kome
je d(L) | H blok dijagonalna sa istim blokovima A(”)(H) na dijagonali. U nastavku se radi u takvom bazisu: on sam postaje
nekorelisani, | i,m) =|i)® |pm) | i=1,...,ffim=1,...,|u}, ad(L) | H= 15 ® AW (H). Na nacin opisan u zadatku 3.84
(c), reprezentacija A (H) se proiruje (jednoznacan u smislu ekvivalencije) do projektivne reprezentacije A(L) sa faktor-sistemom
#a. Jasno je da je za elemente £ i h podgrupa L i H ispunjeno d(¢~1h¢) = d~1(£)(1fn ® AW (h))d(£), te je mogué (zadatak 3.66)
zapis d(L) = Y (L) ® A(L). Posto je d(L) reprezentacija, i to obi¢na, Y (L) mora biti reprezentacija, ireducibilna (inace bi d(L) bila
reducibilna), ali projektivna, i to sa kompenzujuéim (tj. inverznim u odnosu na A(L)) faktor-sistemom ¢Zl. 1

Drugim rec¢ima, pokazano je da je svaka dozvoljena ireducibilna reprezentacija d(L) nuzno
dimenzije f}|u[, pri tome prosirenje reprezentacije 1 g @AW (H), i ekvivalentna sa Y (L) ®A(L).
Sama reprezentacija Y (L) moze biti bilo koja ireducibilna projektivna reprezentacija za koji vazi:
faktor-sistem joj je ¢y = ¢!, a suzenje na H je multipl jedini¢ne reprezentacije 1y |(H). Dok
prvi zahtev odreduje klasu ekvivalencije projektivnih reprezentacija, drugi je suzava. Zapravo,
on povlaci da su celi koseti reprezentovani istim operatorom, kao sto je i faktor-sistem odreden
na kosetima (posto je takav ¢a; zadatak 3.84), te je Y(L) potpuno odredena (zadatak 3.54)
projektivnom ireducibilnom reprezentacijom faktor-grupe L/H. Time je pokazan

Teorem 3.24 Neka je K* = LW /H i Z# = {z! | k € K*} odgovarajuca transverzala. Za svaku
projektivnu ireducibilnu reprezentaciju’ d®(K") faktor-sistema ¢(k, k') = ¢ (2k, z1), dobija se
jedna dozvoljena reprezentacija

d¥ (z¢h) = (A(2) AW (h)) @ d' (k) (3.18)

male grupe L. To su sve dozvoljene reprezentacije za ireducibilnu reprezentaciju AW (H), iz
kojih se indukcijom dobija ceo asocirani skup orbite ove reprezentacije.

"Redosled tenzorskih faktora u (3.18) je uskladen sa teoremom 3.25, gde je uslovljen konvencijom o pisanju in-
varijantne podgrupe na prvom mestu semidirektnog proizvoda. Izbor u teoremu 3.23 je drugaciji zbog pogodnosti
u dokazu. Redosled je nevazan, jer se promenom dobija se ekvivalentna reprezentacija.
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Kada je H Abel-ova podgrupa, njene (unitarne) ireducibilne reprezentacije su (u(h) je realna
funkcija na podgrupi) AW (k) = M Stoga trazeno projektivno progirenje A(f) = e uz
standardizovni faktor sistem ¢ (£, /) = €28 zadovoljava u(€) + u(h) = p(¢h) (jednakost do
na 2 vazi jer je oa(€,h) = pa(h, ) = 1), 1 p(l) + p(l') = oa(l, ') + p(ll'), te je (3.18) postaje:

AW (28h) = M) gle) () (3.19)

Zapravo, fazni faktor predstavnika koseta se sada (zbog jednodimenzionalnosti A% (h)) moze
pridruziti reprezentantima d("‘)(k) korespondentnih elementa faktor grupe (sa inverznim faktor
sistemom). Tako su elementi faktor-grupe predstavljeni matricama 6 (k) = e#)d(®) (k) za
koje vazi 8™ (k)0 (k') = ellulz)tnlz)—ealkk) () (bE) = et(za) d(@) (kK = 6 (kk'), tj. ove
matrice su homomorfne faktor grupi. Medutim, iako to jesu reprezentacije (obi¢ne ireducibilne)
faktor-grupe, zbog pojave faza e#(*) tj. zavisnosti od AW (h), njih je nemoguée unapred (neza-
visno od H) odabrati (zato se traze kao opisani proizvod dve projektivne ireducibilne reprezen-
tacije). Izuzetak je slucaj kada je faktor sistem ¢a (¢, ') trivijalan, tj. kada je prosirenje A(L®)
obi¢na reprezentacija; ovo se uvek dogada kod semidirektne faktorizacije LW = H A KW a
unapred je osigurano ako je i cela grupa G = H A K (odeljak 3.3.10.5.3).

3.3.10.5.2 Invarijantna podgrupa indeksa 2

Slucaj kada je G = H+sH (H je podgrupa indeksa 2, pa je invarijantna, a s> € H; zadaci 3.30
i 3.31) je ¢est kod grupa simetrije fizickih sistema: takvu strukturu imaju sve aksijalne tackaste
grupe, zatim veliki broj prostornih grupa kristala, kao i prosirene Lorentz-ova i Poincaré-ova
grupa. Teorem 3.20 pokazuje da male grupe reprezentacija mogu biti samo H (odgovarajuée
orbite su dvoclane) ili G, (jednoclane orbite). Drugim rec¢ima, G-konjugacija povezuje neke
parove ireducibilnih reprezentacija podgrupe, a neke reprezentacije ne menja.

Neka je AW (H) ireducibilna reprezentacija podgrupe, sa malom grupom H i dvoclanom
orbitom {A® (H), AW (H)}. Vec je ukazano da indukcija odmah daje ireducibilnu reprezentaciju
grupe G, tj. reprezentacija DW(G) = AW (H) 1 G, sa matricama (definicija 3.22)

(1) m) (s2) AW
o) = (5 sghy)e 2= (g FTT) nem o

je odgovarajuci asocirani skup.

Nasuprot tome, napomenuto je da se, kada je LW = G, pa i OW = {AW(H)}, asocirani
skup mora direktno odrediti (dozvoljene reprezentacije, inace medukorak, sada su upravo trazeni
skup). U razmatranom slucaju je problem lako resiv.

Lema 3.10 Neka je G = H + sH, AW(H) reprezentacija podgrupe za koju je L™ = G (tj.

"W = {AW(H)}), i Z operator koji uspostavija ekvivalenciju reprezentacija AW (H ) A(“)(H)
(tj. YVh € H AP (h) = Z71AW(R)Z). Tada postoyz operator Z takav da je Z* = (32), a
asocirani skup je dvoclan: AW = {DWH)(Q), DW)(G)}, pri éemu je DWH(h) = AW(h), i

DWH) (sh) = £ZAW(h).

mDokaz: U slucaju za fiziku relevantnih unitarnih reprezentacija, medu operatorima koji uspostavljaju ekvivalen-

ciju reprezentacija AW (H) i Al )(H ) nalaze se i unitarni. Ako je Z takav, svi ostali su, na osnovu Schur-ove leme,
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oblika el Z. Dvostrukom s-konjugacijom nalazi se (AY)),(H) = Agg)(H), pa posto je s? iz H, a transformacija
sli¢nosti operatorom Z s-konjuguje sve matrice iz AW (H), za svako h € H vazi AW (s2) AW () AW (s2) =
Ai’;)(h) = Z'AW (s hs)Z = Z72AW(h)Z?. Ponovnom primenom Schur-ove leme se zakljucuje da je Z% =
e* Al (s2), a sloboda izbora faznog faktora u Z omoguéava resenje Z2 = A (s?). Ovakve osobine opera-

AW () 0
w7)

tora Z omoguéavaju da se indukovana reprezentacija (3.20), prepisana kao D(h) = ( 0 Z-1AW (B 7

(1)
(sh) = (A (13 (h) Z4 O(h)Z>, transformacijom sli¢nosti matricom % <% _ZZ> prevede u redukovani oblik

D(G) = DWH)(G) @ D™W)(G), sto pokazuje da su reprezentacije D**+)(G) kompletan asocirani skup. I
Gornja lema ostavlja problem odredivanja operatora 7, sto se reSava metodom grupnih

operatora. Naime, ako se AW(H) i AV )(H ) shvate kao matrice koje iste operatore repre-

zentuju u dva raglicita bazisa, Z je operator koji povezuje ove bazise. Tako, ako se za ap-

solutni bazis uzme onaj u kome se dobija reprezentacija A(“)(H ), treba formirati operatore

1ul
— |H]

oblastl likova projektora Pl(“ , 1 delujuéi na njega ostalim grupnim operatorima, nalazi se ceo
novi bazis. Vektori ovog bazisa ¢ine kolone matrice Z, koju jos treba pomnoziti pogodnim fa-
znim faktorom, da bi se zadovoljio uslov Z2? = AW (s?).

Kada je grupa semidirektni proizvod podgrupe H sa podgrupom reda 2, predstavnik koseta
5 se moze izabrati tako da je s? = e, §to dovodi do pojednostavljenja, A (s?) = 1 (u (3.20)) i
Z% =1 (u poslednjoj lemi).
Zadatak 3.85: Odrediti ireducibilne reprezentacije grupa Cy, i Kg (zadatak 3.10), indukcijom sa invarijantne
podgrupe Cjy.

Donen A WA (R). Zatim se odredi proizvoljni bazisni ort jednodimenzionalne

3.3.10.5.3 Invarijantna podgrupa je Abel-ova, a G=H AN K

Ova struktura grupe se takode cesto javlja u fizickim problemima: mnoge (tzv. simorfne)
prostorne grupe kristala, Poincaré-ova i Euklid-ova grupa. Specificna struktura grupe G, se
odrazava na strukturu male grupe svake ireducibilne reprezentacije podgrupe H, a njihova jed-
nodimenzionalnost (lema 3.6) omoguéava jednostavnu konstrukciju dozvoljenih reprezentacija.

Lema 3.11 Neka je G=HANK i A(“)(H) ireducibilna reprezentacija podgrupe H. Mala grupa
ove reprezentacije je semidirektni proizvod LW = H N K*, gde je K* podgrupa u K.

mDokaz: Za predstavnike koseta podgrupe H u grupi G se mogu uzeti svi elementi podgrupe K: G = k1 H +

-+ + kg H. Posto je, prema teoremu 3.20, H invarijantna podgrupa i u L | indeksa m = ‘Ll ‘l, pogodnom
numeracijom se moze dobiti da prvih m koseta u razvoju grupe, ¢ini podgrupu LW: L = gy H + -+ + k,, H.
Kako proizvod k;k; pripada i K i L(#), sledi da je transverzala {ki,...,k,} zatvorena pri mnozenju, te ¢ini

podgrupu K* u K; jasno, osim jedini¢nog, K* nema zajednickih elemenata sa invarijantnom podgrupom H. 1
Na taj nacin je utvrdena opsta struktura malih grupa ireducibilnih reprezentacija podgrupe
H. Pitanje dozvoljenih reprezentacija, kada je H Abel-ova grupa, resava [('12]

Teorem 3.25 (Mackey, 1951) Neka je G = H A K i@ AW(H) (jednodimenzionalna) iredu-
cibilna reprezentacija podgrupe H, sa malom grupom LW = H AN Kt (K* < K). Ako je
{dNK*)|a=1,...,p,} kompletan skup neekvivalentnih ireducibilnih reprezentacija podgrupe
K*, tada je kompletan skup dozvoljenih reprezentacija male grupe dat operatorima

{d)(hk) = AW (A (k) | h € H, k€ K, a=1,...p,}.
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mDokaz: Prvo ¢e biti proveren homomorfizam:
AP (RER K'Y = ) (RER k1K) = AW (R) AW (kR E=1)d(®) (k') =

— A(“)(h)A(“)(h’)d(“>(k)d(a>(k’) — d(“va)(hk)d(“*"‘)(h’k’)

(druga jednakost sledi zbog invarijantnosti podgrupe H, treéa iz ¢inenice da je k element male grupe i da je ekvivalentnost kod
jednodimenzionalnih reprezentacija zapravo jednakost).
Neekvivalentnost i ireducibilnost reprezentacija d(“"")(L(“)) se pokazuje na osnovu teorema 3.12: kada se uoci da je X(”’O‘)(hk) =

X (R)x (@) (k), trazena relacija, ﬁ D onk x ) (hk)x P (hk) = dap, postaje ocigledna.

Jasno da se suzenjem na podgrupu H nalazi razlaganje d(“*o‘)(L(W) JH= |d<°‘)(K“)\A(“)(H), te su ove reprezentacije dozvoljene.
Konacno, da bi se pokazalo da je u pitanju kompletan skup dozvoljenih reprezentacija, bi¢e proveren teorem 3.13 za indukovane
reprezentacije. Za H i K* teorem je: 3° AW (H)| = > ow |0 | = |H|, odnosno 3", |d(®) (K#)|? = |K*|. Dimenzija indukovane

reprezentacije je |d(#:®) (L") 1+ G| :|d(°‘)(K”)|% =|d(@) (K| ‘Lﬁll, a|OW)| = ‘léil‘ ), pa je odmah:

>0, (4K 2 = S o0 02 X, 1d@ (K12 = X o [0W||K| = |H|| K| = |G]. B

Eksplicitni oblik matrica indukovanih ireducibilnih reprezentacija se dobija na osnovu razmotrene geometrije
indukcije (Slika 3.6, levo). Kako je H Abel-ova podgrupa, ireducibilne reprezentacije podgrupe su joj jednodimen-
zionalne. Stoga je njihova ekvivalencija zapravo jednakost, a indeks m u (3.15) ima jedinu vrednost 1, i izostavlja
se, 5to daje ukupni bazis {|va) = EY® |a) |[v € OW, a =1,...,[d*)(K,)|} (npr., kako je po konvenciji A (H)
prvi element orbite O, vektori |1,a,1) su oznageni kao | ua)). Lema 3.11 pokazuje da jednu transverzalu male
grupe L (u G) éini svaka transverzala faktora K" u K, tj. ako je K = || kK", onda je G = | ], kM LM,
Element grupe je g = hk, i osnovno dejstvo (3.1), gkl = kb, l(g, kL) (gde je l(g, k) = h(g, k)K" (g, kl) element
male grupe L") postaje hkk! = hkl k*(k k%) = kit (h'kF(k,KkP)), za b’ = kﬁ;lhkgy. Poredenjem se nalazi
K, = Ky, 1 1(g,kl) = Bk (K, kL), Sto istice Cinjenicu da se osnovno dejstvo G sa stabilizatorom LW (kojim se
sprovodi indukcija) svodi na osnovno dejstvo K sa podgrupom K*. Stoga je indukovana reprezentacija (3.12)

DB (hk) = Y~ ER @ AW (K et )d( @) (k# (K, k1)) = > EE @ AR () (k" (k, kL)) (3.21)
veO ) veO )

U odnosu na d®(K*) 1 K reprezentacija se razlikuje faktorima (brojevima) A*¥)(h); nenulti blokovi su na
pozicijama jedinica u osnovnoj reprezentaciji 1(K*) 1 K.

Zadatak 3.86: Odrediti ireducibilne reprezentacije grupe Cy,, koristeéi njenu strukturu Cy, = Cy A {e, 0, }.

Zadatak 3.87: Odrediti ireducibilne reprezentacije grupe T'(a) A {e, 0}, } iz zadatka 3.38.



Poglavlje 4
LIE-JEVE ALGEBRE

Sredinom 20. veka simetrija je postala jedan od kamena temeljaca teorijske fizike. No, u oblasti
elementarnih cestica se odgovarajuéi formalizam, teorija grupa, morao prilagoditi specificnim
zahtevima: za razliku od drugih oblasti fizike, dominantnu ulogu su dobile unitarne i ortogonalne
matricne grupe, sa neprebrojivo mnogo elemenata, ali sa pogodnom topoloskom strukturom
mnogostrukosti, koja dozvoljava relativno jednostavna razmatranja. Naime, za takve, tzv. Lie-
jeve grupe, moguce je najveci deo osobina rekonstruisati proucavanjem tangentnog prostora u
jediniécnom elementu: u ovom prostoru se moze uvesti posebno, Lie-jevo mnozenje, ¢ime on
postaje algebra. Ispostavlja se da se struktura Lie-jeve algebre javlja i u drugim kontekstima u
fizici (npr. u kanonskom formalizmu teorijske mehanike), te da njeno izucavanje, pored toga Sto
olaksava simetrijska razmatranja, ima i nezavisan znacaj.

4.1 OSNOVNI POJMOVI

4.1.1 Struktura Lie-jeve algebre

Definicija 4.1 n-dimenzionalna algebra A nad poljem F je n-dimenzionalni vektorski prostor
A(F) sa binarnom bilinearnom operacijom (mnozenje): Va,y,z € A\Va € F a(zy) = (ax)y =
r(ay), (x+y)z=xz+4+yz, z(y+z)=uzy-+2az.

Razlicite vrste algebri se karakterisu dodatnim osobinama mnozenja. U fizickim problemima
se najcesce javljaju Lie-jeve i asocijativne.

Asocijationa algebra je algebra sa asocijativnim mnozenjem, a ukoliko postoji jedinicni ele-
ment u odnosu na mnozenje, govori se o asocijativnoj algebri sa jedinicom. Najvazniji primeri
ovakvih algebri su skupovi linearnih operatora, tj. endomorfizama, u nekom vektorskom pro-
storu H, sa kompozicijom operatora kao mnozenjem; oznacavaju se sa End(H). Medu njima su
i matricne algebre F"* = End(F").

Zadatak 4.1: Tenzorska algebra vektorskog prostora H(F) je direktni zbir prostora

T — Z T', TT=H® - QHOH*'®---@H*, TO=F

r,5=0 s T

72
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(H* je dualni prostor za H). Pokazati da je ovo jedna asocijativna algebra sa jedinicom u odnosu na direktno
mnozenje vektora.

Neka je {z1,...,x,} proizvoljni bazis algebre A. Proizvod bilo koja dva vektora bazisa je
opet element algebre, odnosno linearna kombinacija bazisnih vektora:

T = cfjxk, cfj eF. (4.1)
k

Zahvaljujuéi bilinearnosti mnozenja, poznavanje koeficijenata cfj omogucava nalazenje proizvoda
bilo koja dva vektora iz A. Stoga je zadavanje ovih koeficijenata ekvivalentno zadavanju strukture
mnozenja, i oni se nazivaju strukturne konstante. Jasno je da strukturne konstante zavise od
bazisa; preciznije, one ¢ine dvaput kovarijantni i jedanput kontravarijantni tenzor treceg reda,
kao sto i sama oznaka sugeriSe.

Zadatak 4.2:° Proveriti tenzorske osobine strukturnih konstanti.

Zadatak 4.3: Odrediti strukturne konstante algebre F™" za apsolutni bazis: (E;;)s = 0;50;¢. Koje su strukturne
konstante algebre End(H) ?

U nastavku ¢e se razmatrati samo Lie-jeve algebre, iako se mnogi pojmovi i rezultati mogu
uopstitit.

Definicija 4.2 Lie-jeva algebra L(F) je algebra u kojoj mnoZenje, tzv. komutator, [, |, zado-
voljava:

(i) antisimetricnost: Vx,y € L |x,y] = —[y, z];
(i) Jacobi-jev identitet: Vx,y,z € L [z, [y, 2]] + [y, [z, z]] + [z, [z, y]] = 0.

Primenom na vektore nekog bazisa algebre uslovi (i) i (ii) se izrazavaju preko strukturnih
konstanti:

C}‘c‘ = _Ck Z(Cfscs'k + C?sCZi + Ciscfj) =0. (42)

ij Ji J
Iz antisimetricnosti sledi da je [z, z] = 0 za svaki vektor z, §to znaci i da je i, = 0 za svako i i
k. Zamenom x = y + z se pokazuje i da [z, x] = 0 povlaci uslov antisimetri¢nosti, tj. da mu je
ekvivalentan.

Komutator dva potprostora A i B definise se kao lineal nad skupom komutatora njihovih
vektora, tj. [A, B] = span ({[a,b] | a € A, b € B}). Posto su A i B potprostori, pa uz svaki
vektor sadrze i vektor suprotnog znaka, sledi da je [A4, B] = [B, A].

Kaze se da je L Abel-ova (komutativna) algebra ako je [z,y] = 0 za svako = i y iz L, tj.
[L, L] = {0}. Ocigledno je da su u tom slucaju sve strukturne konstante jednake 0.

Vazni primeri Lie-jevih algebri se dobijaju iz asocijativnih algebri: kada se u asocijativnoj
algebri sa mnozenjem o definiSe novo mnozenje [x,y|] = xoy — yox, ono zadovoljava uslove (i) i
(ii) iz definicije 4.2, tj. u odnosu na ovo mnozenje isti skup je Lie-jeva algebra. Na ovaj nacin
konstruisane Lie-jeve iz asocijativnih algebri End(#), odnosno F"", oznacavaju se sa gl(H),
odnosno gl(n,F).

!Termin algebra ubuduée ozna¢ava samo Lie-jeve algebre.



74 POGLAVLJE 4. LIE-JEVE ALGEBRE

Zadatak 4.4: a) Odrediti strukturne konstante Lie-jeve algebre koja se na opisani na¢in dobija iz asocijativne
algebre sa strukturnim konstantama afj. b) Koristeéi a) i zadatak 4.3 odrediti strukturne konstante Lie-jeve
algebre gl(H).

Zadatak 4.5: Odrediti sve neizomorfne algebre dimenzija 11 2.

Zadatak 4.6: a) Pokazati da vektorski prostor R? &ini algebru u odnosu na vektorski proizvod, i odrediti
strukturne konstante u apsolutnom bazisu. b) Pokazati da je prostor funkcija na faznom prostoru algebra u
odnosu na Poisson-ovu zagradu. c) Pokazati da operatori impulsa, koordinate i jediniéni operator u Hilbert-ovom
prostoru obrazuju trodimenzionalnu, tzv. Heisenberg-ovu algebru.

Zadatak 4.7: Neka je sl(n,F) skup svih matrica nultog traga iz gl(n,F). Pokazati da je to Lie-jeva algebra, i
odrediti joj dimenziju.
Zadatak 4.8: Neka je M nesingularna matrica iz F™ i sops(n,F) skup matrica iz gl(n,F) koje zadovoljavaju
uslov ATM = —M A. Pokazati da je sop(n,F) Lie-jeva algebra koja je podskup u sl(n, F).
Zadatak 4.9: a) so(p,q,F) je skup svih matrica iz sl(n, F) za koje je AT M(p,q) = —M (p,q)A, gde je M(p,q) =
diag(1,...,1,—1,...,—1),p+q = n. so(n,0,F) se obelezava sa so(n,F). Pokazati da je so(p, ¢, F) Lie-jeva algebra,

—— ————

P q

odrediti joj dimenziju i naéi komutacione relacije u bazisu {4;; = E;; —E;; i<j<p/ilip<i<yj; 8=
E@“FE]‘Z‘ ]>pZ’L}
b) Za so(3,R) odrediti strukturne konstante u bazisu

0 0 O 0 0 1 0 —1 0
m=10 0 -1|, m=[0 0 0], m=[1 0 of,
0 1 0 -1 0 0 0 0 0
i uporediti sa algebrom iz zadatka 4.6a.
¢) Pokazati da matrice
00 0 O 0O 0 0 0 00 0 O
oo o0 o 0 0 0 1 o0 -1 0
“"Tlo oo 1" fo 0o oo |o1 0 of
00 1 O 0 -1 0 O 00 0 O
01 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1
y _[too0o], Joooo], 0000
1o o0 o’ |t o0oo0o0)]"* 000 0]
00 0 0 00 0 0 1 0 0 0

¢ine bazis u so(1, 3, R) i odrediti strukturne konstante u ovom bazisu.

Zadatak 4.10: a) su(n) je skup svih kosohermitskih matrica iz sl(n, C). Pokazati da je to realna Lie-jeva algebra,
odrediti joj bazis i dimenziju.

b) Pokazati da matrice
/0 1 /0 —i 11 0
tl__Q(l O)’t2__2(i 0>’t3__2<0 1)

¢ine bazis algebre su(2), odrediti strukturne konstante u ovom bazisu i uporediti sa zadatkom 4.6a. (Hermitske
matrice 7; = 2it; nazivaju se Pauli-jeve matrice. )

¢) Pokazati da matrice T; = —%)\17 gde su \; Gell-Mann-ove matrice
010 0 -1 0 1 0 0 0 01
AM=11 0 O0)J,x=1|1 0 O0,\3=110 =1 0], xs=1]0 0 0],
0 0 0 0 0 O 0 0 0 1 00
0 0 —i 0 0 O 0 0 O 1 1 0 O
=00 0|, x=[00 1],=[00 =i, x=—[0 1 0
i 0 0 01 0 0 i 0 3\0 0 -2

¢ine bazis algebre su(3).
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Zadatak 4.11: u(n) je skup svih kosohermitskih matrica iz gl(n, C). Pokazati da je to Lie-jeva algebra i odrediti
joj bazis i dimenziju.

0 1,
-1, O
matrica iz gl(2n,F), takvih da je AT M = —M A jedna Lie-jeva algebra i odrediti joj dimenziju.

Zadatak 4.12: Ako je M = ( (1,, jediniéna matrica dimenzije n), pokazati da je skup sp(n,F) svih

4.1.2 Podalgebre, ideali, zbirovi

Izvedena podstruktura u slucaju algebre je podalgebra i ona je analogon pojmu podgrupe u
teoriji grupa, ako se uzmu u obzir sve operacije koje karakterisu Lie-jevu algebru. Isto vazi za
invarijantnu podgrupu i ideal. Kao sto ¢e se kasnije videti, nije u pitanju samo analogija, ve¢
jedna manifestacija veze Lie-jevih grupa i algebri.

Definicija 4.3 Potprostor A(F) algebre L(F) koji je i sam algebra u odnosu na mnoZenje iz L,
tj. wazi [A, Al C A, naziva se podalgebra algebre L, A < L; ideal A w L, A< L, je podalgebra
c¢iji elementi pomnoZeni bilo kojim elementom algebre ponovo daju element iz A, tj. [A, L] C A.

Postojanje podstruktura se odrazava i na strukturne konstante. Neka je A proizvoljna m-
dimenzionalna podalgebra u L i {z1,...,z,} adaptirani bazis u L, sa prvih m vektora iz A. Iz
definicije sledi da je u ovom bazisu c,’fj =02za1,7 <m,ak >m. Slicno, u slucaju ideala je
cfj:()zak>makojei§mﬂij§m.

Lako je proveriti da je presek podalgebri podalgebra, a presek ideala ideal. Sli¢no, Jacobi-jev
identitet povlaci da je komutator dva ideala ideal u L koji je podskup preseka.

Iz antisimetri¢nosti i bilinearnosti komutatora sledi da je svaki jednodimenzionalni potprostor
u L jedna komutativna podalgebra. Ako je A neka podalgebra u L, njen normalizator, tj. skup
N(A)={ne€ L|Vaec A [n,a] € A}, je podalgebra. Vazan primer ideala, i to komutativnog,
je centar algebre; to je skup onih elemenata algebre koji komutiraju sa svim elementima L:
Z(L)y={z€L|Vxe L |[zz]=0}.

Zadatak 4.13: a) Pokazati da je sl(n,F) ideal u gl(n,F) i odrediti centre ovih algebri. b) Pokazati da je su(n)
ideal u u(n) i odrediti centre ovih algebri. ¢) Odrediti centar algebre so(n,F).

Definicija 4.4 Spoljasnji direktni zbir Lie-jevih algebri A(F) i B(F) je Lie-jeva algebra A + B
koja je direktni zbir vektorskih prostora A i B sa mnozZenjem [(a,b),(a',V)] = ([a,d], [b,V]).
Algebra L je unutrasnji direktni zbir ideala A i B, ako je L direktni zbir potprostora A i B, sto
se oznacava sa L =A@ B. Algebra L je semidirektni zbir ideala A i podalgebre B, L = AN B,
ako je L direktni zbir potprostora A i B.

Ako je L spoljasnji direktni zbir algebri A i B, onda je L istovremeno unutrasnji direktni zbir
ideala A" = {(a,0) | a € A} i B'={(0,b) | b € B} (izomorfnih algebrama A i B, definicija 4.5).

U slucaju semidirektnog zbira vazi [A, A] < A, [B,B] < B i [A,B] < A, dok kod direktnog
zbira poslednja relacija postaje [A, B] = 0. Ovi odnosi se manifestuju i kroz anuliranje niza
strukturnih konstanti u adaptiranim bazisima.
Zadatak 4.14: Poincaré-ova algebra, m, je desetodimenzionalna algebra sa komutacionim relacijama u bazisu
{Pp,riyb; | 0 =0,1,2,3; 4,5 =1,2,3}: [ri,75] = D eijulh, (15, 05] = > ijubr, [bi,05] = =D €ijurn, [15,p5] =
S €ijkprs [1ispo] = 0, [biypo]l = pi, bi,pj] = —6ijp0, [Puspy] = 0. Pokazati da je m = t* A so(1,3,R) (¢ je
¢etvorodimenzionalna realna Abel-ova algebra).
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4.1.3 Homomorfizmi i reprezentacije

Definicija 4.5 Homomorfizam Lie-jeve algebre L(F) u Lie-jevu algebru L'(F'), gde je F potpolje
za ', je linearni operator f : L — L', za koji vaziVx,y € L f([z,y]) = [f(x), f(y)]. Repre-
zentacija (linearna) algebre L je homomorfizam D algebre L u neku algebru gl(H). Dimenzija
reprezentacije je dimenzija prostora H. Dve reprezentacije su ekvivalentne ako se mogu povezati
transformacijom slicnosti pomocu nekog nesingularnog operatora. Reprezentacija D je reduci-
bilna ako postoji netrivijalni potprostor u H invarijantan za sve operatore D(L), a ireducibilna
ako ovakav potprostor ne postoji. Reducibilna reprezentacija je razloziva ako je prostor H direktni
zbir netrivijalnih potprostora invarijantnih za operatore D(L).

Pojmovi izomorfizma (i verne reprezentacije), automorfizma, endomorfizma i epimorfizma
se uvode na uobicajen nacin. Slicno kao i kod grupa, jezgro (kernel) homomorfizma, tj. skup
ker(f) ={x € L| f(x) = 0}, je ideal.

Zadatak 4.15: Pokazati izomorfizme: a) so(3,R) = su(2); b) so(3,C) = sl(2,C).

Posebno mesto u teoriji Lie-jevih algebri ima pridruzena reprezentacija, ad(L). Prostor ove
reprezentacije je sama algebra L, tj. ad : L — gl(L), a operatori se indukuju mnozenjem:

ad(z)y = [z,vy]. (4.3)

Posto je uslov homomorfizma ad([x,y])z = [[z,v], 2] = [z, [y, 2]] — [y, [z, 2]] = (ad(x)ad(y) —
ad(y)ad(x))z = [ad(x),ad(y)]z ispunjen za svako z iz L, ad(L) je zaista reprezentacija L. Na
osnovu definicije se nalazi da je ker(ad) = Z(L), a formula reprezentovanja pokazuje da su
matricni elementi ove reprezentacije upravo strukturne konstante:
ady;(z;) = ;. (4.4)

Stoga, bez obzira $to ne mora biti verna (verna je samo ako je Z(L) = 0), ova reprezentacija nosi
celokupnu informaciju o strukturi algebre.

Kako su kvantnomehanicki prostori stanja kompleksni, za fiziku su interesantne pre svega
kompleksne reprezentacije. Stoga ¢e kasnija razmatranja biti ogranic¢ena na takve reprezentacije,
osim kada je u pitanju ad.

Zadatak 4.16: Odrediti pridruzenu reprezentaciju proizvoljnog elementa za gl(n,R), so(3,R) i Heisenberg-ovu
algebru.

Zadatak 4.17: Neka je L podalgebra u gl(n,F) i {ai, a; |t =1,...,n} skup n kreacionih i anihilacionih operatora
u Fock-ovom prostoru n razlicitih (kvazi)Cestica iste statistike (tj. vazi [ai,a}]; =45, ai,a5]5 = [a;r,a;fh =0,
gde se antikomutator odnosi na fermione, a komutator na bozone). Pokazati da su operatori D(z) = 37, a;rxijaj
reprezentacija L u Fock-ovom prostoru.
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4.1.4 Killing-ova forma

Umesto skalarnog proizvoda kod obi¢nih vektorskih prostora, kod Lie-jevih algebri se uvodi
struktura koja je uskladena sa mnozenjem.

Definicija 4.6 Invarijantna simetricna bilinearna forma algebre L(IF) je preslikavanje w : L x
L — F sa osobinama:

(i) simetricnost: Ve,y € L w(z,y) = w(y, x);
(ii) bilinearnost: Vx,y,z € LNa, 8 € F  w(ax + Py, z) = aw(z, z) + pw(y, 2);
(iii) dnvargjantnost: Vr,y,z € L w([x,yl,z) = w(x, [y, 2]).

Vektori x i y su ortogonalni ako je w(z,y) = 0, a dva podskupa u L su ortogonalna ako su
svi vektori jednog ortogonalni na sve vektore drugog. Ortokomplement skupa A C L je skup
AL & {z € LIVa € A w(a,z) = 0}. Forma je nedegenerisana ako je L+ = 0. Killing-
ova forma Lie-jeve algebre L(IF) je invarijantna simetricna bilinearna forma g definisana sa
g(z,y) = Tr (ad(z)ad(y)); Cartan-ov tenzor algebre L je tenzor g;; = g(z;, x;), gde je {1, ..., T}
bazis u L.

Zadatak 4.18: U dvodimenzionalnoj realnoj Abel-ovoj algebri zadata je simetri¢na bilinearna invarijantna forma
w u bazisu {x,y}: w(x,z) = 1, w(z,y) = 01 w(y,y) = —1. Pokazati da je forma nedegenerisana i nadi
ortokomplement ideala obrazovanog vektorom x + y, tj. skup vektora z za koje je ispunjeno w(x + y, z) = 0.

Zadatak 4.19: Pokazati da su operatori pridruzene reprezentacije kososimetri¢ni u odnosu na svaku invarijantnu
formu w.

Lako je proveriti da je svako preslikavanje w(z,y) = Tr (D(z)D(y)), gde je D(L) reprezenta-
cija algebre L, jedna invarijantna simetricna bilinearna forma, pa je i Killing-ova forma takva.
Cartan-ov tenzor se moze shvatiti kao matric¢ni oblik ove forme; naime ako se u nekom bazisu vek-
tori x i y izraze kao kolone, a Cartan-ov tenzor kao matrica g, onda je g(z,y) = 27 gy. Koristeéi
(4.4), nalazi se:

Gij = Z CiaCom- (4.5)

Killing-ova forma, buduéi da je izvedena iz same strukture algebre, ima posebno mesto u razvoju
teorije Lie-jevih algebri; ona preuzima ulogu koju ima skalarni proizvod kod unitarnih prostora,
i u nastavku ¢e se, osim ako nije drugacije naglaseno, svi pojmovi vezani za skalarni proizvod
odnositi na Killing-ovu formu.

Lema 4.1 (i) Ortokomplement ideala je ideal; (ii) Svaki Abel-ov ideal je podideal u L*.

mDokaz: (i) Neka je A ideal u L. Tada je za svaki vektor a iz A i x iz L ispunjeno [a,z] € A, pa za proizvoljno
a' iz At vazi 0 = g([a,z],a') = g(a, [r,d']), tj. [x,d] je iz AL.

(ii) Neka je A m-dimenzionalni Abel-ov ideal u L, i {z1,...,z,} jedan bazis u L sa prvih m vektora iz A. Ako
je a proizvoljni element ideala i = bilo koji element algebre, onda je u ovom bazisu (zvezdicama su naznacene

nenulte podmatrice):
0 = x % 0 =
wiw = (g o) waw= (5 1), san=m (7 ;) =o0
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tj. svaki element Abel-ovog ideala je ortogonalan na celu algebru. 1

Prema tome, ortokomplement cele algebre, L', je ideal u L, koji sadrzi sve Abel-ove ideale.
Kada je Killing-ova forma nedegenerisana, tj. L+ = 0, algebra ne sadrzi Abel-ove ideale (osim
nultog). Koriséenjem Cartan-ovog tenzora, L se moze shvatiti kao skup vektora z takvih da
za svako y vazi yT gxr = 0. To je ispunjeno ako i samo ako je gr = 0, pa je L+ = N(g); odavde
sledi da je Killing-ova forma nedegenerisana ako i samo ako je det g # 0. Iz leme 4.1(ii) sledi da
je pridruzena reprezentacija verna ako je Killing-ova forma nedegenerisana. Naime, ker(ad) je
centar algebre, tj. jedan Abel-ov ideal, koji mora biti {0}.

Kao i svaka metrika, nedegenerisani Cartan-ov tenzor se moze koristiti za spustanje i dizanje
indeksa’. Na primer, ¢, = >, GkmCiy; ovaj izraz je tenzor antisimetrican po svim indek-
sima: naime, posto je ad u ovom sluc¢aju verna reprezentacija, (4.1) povlaéi [ad(z;),ad(z;)] =
> ¢;ad(zy), pa mnozenje sa ad(x,,) i nalazenje traga daje ¢ijm = Tr(ad(z;)ad(z;)ad(zm,) —
ad(z;)ad(z;)ad(x,,)), izraz otigledno antisimetrican po svim indeksima.

Zadatak 4.20: ° Pokazati da za nedegenerisanu Killing-ovu formu vazi: a) zbir dimenzija ideala i njegovog
ortokomplementa je jednak dimenziji algebre; b) suzenje Killing-ove forme na ideal je Killing-ova forma ideala.

4.1.5 Kompleksifikacija, dekompleksifikacija, realna forma

U fizici se najcesce javljaju realne Lie-jeve algebre, tj. algebre nad poljem R. S druge strane,
zbog potpunosti kompleksnog polja (sadrzi korene svih svojih elemenata, te uvek postoje svoj-
stvene vrednosti operatora), teorija kompleksnih Lie-jevih algebri je prva razvijena i znatno je
jednostavnija. Pojmovi kompleksifikacije, dekompleksifikacije i realne forme Lie-jeve algebre po-
vezuju kompleksne i realne algebre, omoguéavajuéi da se neki stavovi, izvedeni za kompleksne,
lako prenesu na realne algebre i obrnuto.

Definicija 4.7 Kompleksifikovana (kompleksno prosirena) algebra realne algebre L = L(R) je
kompleksna algebra Lc, ¢igi su elementi kompleksne linearne kombinacije vektora iz L, a mnoZenje
se definise prosirenjem po linearnosti®. Dekompleksifikovana algebra Ly kompleksne algebre L =
L(C) je realna algebra dobijena iz L tako Sto se uz isti zakon mnoZenja L razmatra kao vektorski
prostor nad realnim poljem. Realna forma kompleksne algebre L = L(C) je svaka realna Lie-jeva
algebra L, cija je kompleksifikacija L,c izomorfna sa L.

L¢ je nadskup za L, ali je svaki bazis u L istovremeno i bazis u L¢ (samo je L obrazovana
realnim, a L¢ kompleksnim kombinacijama bazisa), te je dimenzija ovih algebri ista (algebre
nisu nad istim poljem, pa nisu izomorfne). U ovakvom bazisu su strukturne konstante za L i L¢
jednake (realne su!).

Dekompleksifikacija se konstruktivno vrsi tako da se u L izabere bazis {x1,...,2z,}, pase Lg
definise kao realni prostor nad 2n vektora

/ : / :
{z1,...,xp, 2] =1x1,..., 2, = 1T, }.

2Uobi¢ajen naziv za nalazenje dualnog vektora po Riesz-Fréchet-ovom teoremu.

3To znaéi da se vektori a, b iz L¢ koji su kompleksne kombinacije vektora iz L, a = 2 +iy i b = u + iv,
mnoze tako da se i smatra za skalar i moze se izvuéi ispred komutatora. Prema tome: [a,b] = [z + iy, u + iv] =
[z, u] = [y, v] + iz, o] + [y, u].



4.2. KLASIFIKACIJA LIE-JEVIH ALGEBRI 79

Stoga su L i Ly isti skupovi, no sa razli¢itom linearnom strukturom: L je kompleksni vektorski
prostor, a Lg realni dvaput veée dimenzije, dok je mnozenje nepromenjeno. Strukturne konstante
u ovom bazisu su realni ili imaginarni delovi pocetnih:

[z, ;] = —[x], x;] = Z Re(cfj) Ty + Z Im(cfj) x,
k k

4,2 = Z —Im(cf;) 2k + Z Re(cf,) @ (4.6)

k

Sve realne forme kompleksne algebre se nalaze odredivanjem bazisa u L(C) u kojima su sve
strukturne konstante realne, i formiranjem realnih lineala nad ovim bazisima. Sledi da je L,
podskup u L, i da ima istu dimenziju kao L samo nad realnim poljem.

Dok su pri zadatom L algebre L¢ i Lr jednoznacéno odredene, L, u opsStem slucaju nije: neke
neizomorfne realne algebre kompleksifikacijom daju istu kompleksnu algebru.

Suzenjem ireducibilne reprezentacije D(L) kompleksne algebre L na neku realnu formu L,
dobija se reprezentacija D(L,) realne forme. Ako bi M bio invarijantni potprostor za D(L,),
onda bi bio invarijantan i za sve kompleksne linearne kombinacije ovih operatora, odnosno za
celu reprezentaciju D(L). To znaéi da su ireducibilne reprezentacije realne algebre suzenja ire-
ducibilnih reprezentacija kompleksifikovane algebre. Ovo zapazanje je znacajno jer pokazuje da
je dovoljno konstruisati ireducibilne reprezentacije kompleksnih algebri.

Zadatak 4.21: Pokazati da je: a) so(3,R)c = s0(3,C) = sl(2,C); b) so(1,3,R)c = s0(3,C) @ so(3,C); ¢)
sl(2,C)r = so(1,3,R); d) so(n,R) = so(n,C),; e) sl(n,R) = sl(n,C),; ) so(3,R) =sl(2,C),, sl(2,R) =sl(2,C),;
g) gl(n,R) = gl(n, C),; h) su(n) = sl(n,C),.

4.2 KLASIFIKACIJA LIE-JEVIH ALGEBRI

Radi lakseg proucavanja, Lie-jeve algebre su podeljene u dva osnovna tipa: poluproste i razresive,
pri cemu su ove klase disjunktne, a svaka algebra se moze izraziti kao semidirektni zbir jedne
razreSive i jedne poluproste. U ovom poglavlju ¢e se definisati navedene vrste algebri, zatim
utvrditi relativno lak kriterijum za odredivanje tipa neke algebre, i analizirati njihove opste
osobine.

4.2.1 Poluproste i razresive algebre

U svakoj Lie-jevoj algebri se mogu definisati dva niza ideala:
L = L, L'=[I°1",...,LF=[0F" LF 1),
Lo = L,Ll = [L,Lo],...,Lk = [L7Lk_1],

Unutar svakog niza je ocigledno svaki ideal podideal prethodnog.
Definicija 4.8 Lie-jeva algebra (nenulta) je poluprosta ako osim nultog nema Abel-ovih ideala;

poluprosta algebra je prosta ako nema netrivijalnih ideala. Ako je L™ = 0 za neko konacno n,
Lie-jeva algebra L je razresiva, a ako je L,, = 0 za konacno m, nilpotentna.
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Pridruzena reprezentacija poluprostih algebri je verna, jer je njen kernel centar algebre, a
jedini Abel-ov ideal je 0. Kod Abel-ovih algebri je L; = L' = 0, pa su one i nilpotentne i
razresive. Osim toga je L* < L, odakle sledi da je svaka nilpotentna algebra istovremeno i
razreSiva. Moze se re¢i da su nilpotentnost i razresivost generalizacije pojma komutativnosti:
dok je kod Abel-ovih algebri komutator dva elementa jednak nuli, kod nilpotentnih i razresivih
su nuli jednaki komutatori komutatora odredenog stepena. Ako je algebra nilpotentna i L,, = 0,
vidi se da je njen centar Z(L)> L,,_; # 0. Dalje, kod razresivih algebri L"~! je nenulti Abel-ov
ideal, tako da su klase razresivih i poluprostih algebri disjunktne.

azresive
ilpotentne Lie-jeve algebre Poluprostéd
Abel-ove Proste

Slika 4.1: Podela Lie-jevih algebri.

Slede¢i teorem omogucava odredivanje vrste neke algebre pomocu Killing-ove forme.

Teorem 4.1 (Cartan-ov kriterijum) Lie-jeva algebra L je razresiva ako i samo ako je Vx €
L' g(x,x) =0, a poluprosta ako i samo ako je Killing-ova forma nedegenerisana.

mDokaz: (drugi deo) Lema 4.1 pokazuje da ako je Killing-ova forma nedegenerisana, ne postoje netrivijalni Abel-ovi ideali, te je
algebra poluprosta. Ako je Killing-ova forma degenerisana, onda je L+ netrivijalni ideal za &ije vektore je ispunjeno g(z,z) = 0, pa je
po prvom delu teorema to jedan razresivi ideal. Poslednji nenulti ¢lan niza L% je Abel-ov ideal (ideal cele algebre je kao komutator
ideala), te algebra nije poluprosta. I

Ako je g Cartan-ov tenzor u nekom bazisu realne algebre L(R), u istom bazisu kompleksi-
fikovane algebre L¢ Cartan-ov tenzor gc ima istu matricu: g = ge. Isto vazi i za Cartan-ove
tenzore kompleksne algebre L(C) i realne forme L, u bazisu L u kome su strukturne konstante
realne: g = ¢g,. Odavde sledi da su L¢ i L, poluproste onda i samo onda ako je L poluprosta.
Za dekompleksifikovanu algebru Ly kompleksne algebre L(C) isti zakljucak se izvodi direktno,
jer su u pitanju isti skupovi sa istom operacijom mnozenja. To je razlog i da je Lg prosta ako i
samo ako je takva L.

Zadatak 4.22: Odrediti Killing-ovu formu za algebre gl(n,R), sl(n,R), so(3,R) i Heisenberg-ovu algebru, i
zakljuciti koje su poluproste.

Zadatak 4.23: Neka je A matrica nekog operatora u bazisu {z1,...,x,} prostora L(C). Odrediti matricu ovog
operatora u bazisu {z1,...,%,,121,...,12,} prostora Lg. Primenom ovog rezultata na operatore pridruzene
reprezentacije, uz pomo¢ Cartan-ovog kriterijuma pokazati da je Lg poluprosta ako i samo ako je takva L.
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4.2.2 Elementarna klasifikacija algebri i reprezentacija

Uvodenje pojmova poluprostih i razresivih algebri osmisljava sledeé¢i teorem, koji ¢ini osnovu
klasifikacije Lie-jevih algebri.

Teorem 4.2 (Levi-Maljcev) Svaka Lie-jeva algebra je semidirektni zbir L = RN\ S, gde je R
razresivi ideal (i to maksimalni, tzv. radikal algebre), a S poluprosta podalgebra.

Ovaj zakljucak ima dvostruki znacaj u teoriji Lie-jevih algebri. Pre svega, daje moguénost za
klasifikaciju svih algebri preko odvojene klasifikacije razresivih i poluprostih. Pored toga, sugerise
indukciju kao nacin konstrukcije reprezentacija: ako se uzme u obzir da je razresivost generaliza-
cija komutativnosti, postaje uocljiva analogija sa indukcijom kod semidirektnih proizvoda grupa
kada je prvi faktor Abel-ova grupa.

I pored optimizma koji uliva teorem Levi-Maljceva, klasifikacija svih Lie-jevih algebri nije
do kraja izvedena. Naime, pitanje odredivanja svih neizomorfnih razresivih algebri nije reseno i
predstavlja jedan od problema teorije Lie-jevih algebri i grupa. Sto se fizike tice, ovo nije ozbiljna
pretnja, jer su prakticno sve algebre koje su potrebne ili Abel-ove ili poluproste.

Klasifikacija Abel-ovih algebri je jednostavna: ocigledno je da postoji samo po jedna komplek-
sna i realna Abel-ova algebra svake dimenzije; iz I Schur-ove leme sledi da je jednodimenzionalna
svaka ireducibilna reprezentacija kona¢ne dimenzije. Ovaj zakljucak se uopstava na sve razresive
algebre:

Teorem 4.3 (Lie) Svaka konacno-dimenzionalna ireducibilna reprezentacija razresive algebre je
jednodimenzionalna, a reducibilna reprezentacija ne mora biti razloZiva.

mDokaz: (skica) Kod razresivih algebri je za neko n ispunjeno L™ = 0, pa za svaki homomorfizam f mora vaziti f(L)" = f(L™) =0,
tj. algebra f(L) je razresiva. Stoga je svaka kona¢no-dimenzionalna reprezentacija razresive algebra razresiva podalgebra neke algebre
gl(n,F). Dalje se moze pokazati da je svaka razresiva podalgebra u gl(n,F) izomorfna nekoj podalgebri gornje trougaonih matrica iz
gl(n,F). Prema tome, sve kona¢no-dimenzionalne reprezentacije razresivih algebri su ekvivalentne reprezentaciji gornje trougaonim
matricama (to su matrice ¢iji su svi elementi ispod glavne dijagonale jednaki nuli) iste dimenzije. Sledi: (i) sve ireducibilne konaéno-

dimenzionalne reprezentacije razresivih algebri su jednodimenzionalne; (ii) reducibilne reprezentacije razresivih algebri ne moraju biti
razlozive. I

Iz Lie-jevog teorema sledi da se problem odredivanja reprezentacija razresSivih algebri ne
moze svesti na klasifikaciju ireducibilnih reprezentacija, jer se reducibilne ne mogu uvek svesti
na kvazidijagonalnu formu.

Zadatak 4.24: Pokazati da zbog komutacionih relacija operatora koordinate i impulsa dimenzija prostora stanja
u kvantnoj mehanici mora biti beskonaé¢na.

Drugi deo zadatka, klasifikacija poluprostih algebri je uraden, i temelji se na slede¢em stavu:

Teorem 4.4 (Artin, Cartan) Neka je L poluprosta algebra. Tada je L = Ay @ - @ Ay, gde
su A; prosti, medusobno ortogonalni ideali. Ovo razlaganje je jednoznacno do na redosled.
mDokaz: Neka je Ay prost ideal u L. Tada je Af ideal u L, i pri tome je A1 N AlL = {0}, jer je presek ideal u prostoj algebri A;.

Sada se trazi prost ideal As u Af- i postupak se ponavlja sve dok poslednji dobijeni ortokomplement ne bude prost. Eventualno drugo
razlaganje L = By & - - - @ Bs je nemoguce, jer bi netrivijalni preseci A; N Bj; bili podideali prostih ideala A; i B;. 11

Na osnovu Artin-ovog teorema, zadatak klasifikacije poluprostih se svodi na klasifikaciju
prostih Lie-jevih algebri. Ovaj problem je resen, prvo za kompleksne, a zatim, uz pomo¢ kom-
pleksifikacije, dekompleksifikacije i realne forme, i za realne algebre.
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Kernel homomorfizma neke poluproste algebre je ideal, te moze biti ili nulti ideal (kod izo-
morfizama) ili zbir nekih od prostih ideala iz Artin-ovog teorema. Lik algebre je izomorfan faktor
algebri pocetne algebre po kernelu, odnosno zbiru preostalih ideala iz Artin-ovog teorema, pa
je i sam poluprosta algebra’. Prema tome, sve reprezentacije poluprostih algebri su i same po-
luproste algebre. Za poluproste podalgebre iz gl(n,F) se moze pokazati da su ili ireducibilni
ili razlozivi skupovi matrica. Sledi da su sve konacno-dimenzionalne reprezentacije poluprostih
Lie-jevih algebri razlozive, te je dovoljno odrediti ireducibilne reprezentacije. Detalji klasifika-
cije poluprostih algebri i konstrukcije njihovih ireducibilnih reprezentacija ¢e se razmatrati u
sledecem poglavlju.

4.2.3 Kompaktne algebre

Specificno mesto u klasifikaciji Lie-jevih algebri imaju tzv. kompaktne algebre. Sa matematickog
stanovista one su znacajne zbog veze sa kompaktnim grupama, a ove se odlikuju unitarnoséu
svojih kona¢no-dimenzionalnih reprezentacija. Odavde potice njihov znacaj za fiziku.

Definicija 4.9 Realna Lie-jeva algebra L je kompaktna ako se na njoj moze definisati invari-
jantna simetricna bilinearna forma koja je strogo pozitivna (tj. vazi w(z,z) > 0, za svako x iz L
osim za x = 0, kada je w(0,0) =0).

Uslov pozitivnosti se moze ostvariti samo kod realnih algebri, jer kod kompleksnih iz w(x, z) >
0, zbog bilinearnosti, sledi w(iz,iz) < 0. Prema tome, svaka kompaktna algebra je realna, i w
pretvara algebru u realni euklidski prostor sa invarijantnim skalarnim proizvodom. Kao Sto je
ve¢ napomenuto (zadatak 4.19.), reprezentacija ad(L) je antisimetricna u odnosu na taj skalarni
proizvod, i u ortonormiranom bazisu je reprezentovana antisimetricnim matricama.

Lema 4.2 (i) Poluprosta algebra je kompaktna ako i samo ako joj je Killing-ova forma strogo
negativna.

(ii) Razlaganje Levi-Maljceva kompaktne algebre L ima oblik L = Z(L) @ S.

mDokaz: (i) Zbog antisimetricnosti ad, za kompaktnu algebru je g(z,z) = Trad?(z) = 2o adij(z)ad;i(z) = — 32, adfj (z) <0.
To zna&i da kod kompaktnih algebri uslov g(z,z) = 0 povlagi ad(z) =0, tj. = € Z(L) C L*+. Medutim, g(z,z) = 0 vazi za svaki
element iz L+, pa je kod kompaktnih algebri L1 = Z(L). Ako je algebra poluprosta, vazi Z(L) = 0, pa je, osim za x = 0, ispunjeno
g(z,x) < 0. Obrnuto, ako je g strogo negativna, onda je —g strogo pozitivna invarijantna bilinearna simetri¢na forma i algebra je
kompaktna.

(ii) Neka je w pozitivna forma kompaktne algebre L. Ponavljajué¢i dokaz leme 4.1(i) nalazi se da je ortokomplement S centra algebre
u odnosu na w takode ideal. Iz pozitivnosti forme sledi da je Z(L) NS = 0. Prema tome, L = Z(L) ® S, a S je poluprosta algebra,
jer je suZenje g na S nedegenerisano. Il

Kod poluprostih kompaktnih algebri moze se naci ortonormirani bazis takav da je g;; = —d;;.
U ovom bazisu strukturne konstante su antisimetri¢ne po svim indeksima: ij = —Cijk = —€ijk-

Stoga je pridruzena reprezentacija kososimetri¢na u obi¢nom smislu.
Zadatak 4.25: U prostorima R™ i C"" standardni skalarni proizvod je zadat izrazima Tr (AT B) i Tr (AT B).
Koristeci ovaj skalarni proizvod pokazati da su so(n,R) i su(n) kompaktne algebre. Na osnovu ovoga pokazati da
su algebre su(n) i so(n,R) poluproste.

U fizickoj literaturi je uobicajeno da se elementi kompaktne algebre formalno mnoze imagi-
narnom jedinicom, ¢ime matrice pridruzene reprezentacije postaju hermitske, Killing-ova forma
strogo pozitivna, a strukturne konstante imaginarne.

40vo je posledica linearnosti homomorfizma, i u stvari izrazava zakon defekta.
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4.3 KOMPLEKSNE POLUPROSTE ALGEBRE

Klasifikacija poluprostih Lie-jevih algebri i njihovih ireducibilnih reprezentacija svodi se na za-
jednicki svojstveni problem operatora koji reprezentuju tzv. Cartan-ovu podalgebru. Znacajnu
ulogu u ovom metodu ima pridruzena reprezentacija, te razmatranje svojstvenog problema u
pomenutom pristupu iziskuje da i ta reprezentacija, a zbog toga i sama algebra, budu nad kom-
pleksnim poljem. Stoga se ceo zadatak reSava za kompleksne poluproste algebre®, a tehnike
kompleksifikacije i dekompleksifikacije (odeljak 4.1.5) omoguéavaju prelaz sa realnih algebri na
kompleksne, i obrnuto, te prosirivanje dobijenih rezultata na realan slucaj.

4.3.1 Cartan-ova podalgebra

Ideja koja lezi u pozadini narednih konstrukcija potice iz elementarne linearne algebre, a u kvant-
noj mehanici je poznata kao odredivanje kompletnog skupa komutirajué¢ih operatora. Cilj je da
se u prostoru H odredi skup operatora H* = {Hy,... H,}, tako da su svi vektori ortonormira-
nog bazisa {| )|t = 1,...,n} prostora H zajednicki svojstveni vektori za sve operatore ovoga
skupa: H; | j) = m? | j), i da su pri tome svi zajednicki svojstveni potprostori za skup H
jednodimenzionalni. Tada je bazisni vektor |j) jednozna¢no odreden kolonom svojstvenih vred-

nosti m’ = (mJ,...,mJ)7, te se Gesto i pise | j) =| mJ,...,ml) =| m7). Treba uociti da iz

samog postojanja zajednickog ortonormiranog svojstvenog bazisa sledi da su svi operatori iz H*
normalni i da medusobno komutiraju. Ako su im svojstvene vrednosti realne, onda u H postoji
skalarni proizvod takav da su operatori hermitski.

Neka je H prostor u kome je algebra L reprezentovana operatorima D(L). Pocetno razma-
tranje navodi na pokusaj da se upravo medu operatorima reprezentacije potrazi kompletni skup
komutirajué¢ih operatora, H”. Tada bi se otvorila moguénost da se elementi algebre, reprezen-
tovani ovim skupom, i u drugim reprezentacijama iskoriste na isti nacin, tj. da se komutirajuci
skup odredi na nivou algebre: u prostorima razli¢itih reprezentacija algebre postojali bi zajednicki
ortonormirani svojstveni bazisi za operatore H” koji reprezentuju isti (nezavisno od reprezenta-
cije D) podskup H algebre, HP? = D(H). Iz analogije sa reprezentacijama grupa (ekvivalentne
reprezentacije imaju jednake karaktere, a karakter je zbir svojstvenih vrednosti operatora repre-
zentacije) nazire se da bi takav program dao klasifikaciju reprezentacija algebre. Kada se tome
doda ¢injenica da se algebra moze identifikovati sa svojom pridruzenom reprezentacijom (koja je
za poluproste algebre verna), ista procedura bi omoguéila i analizu strukture same algebre, Sto
bi dovelo do klasifikacije algebri.

Uz odredene izmene i prilagodavanja, ovakav program se moze ostvariti. Kriti¢cni deo je
egzistencija skupa H na nivou algebre. Prvi je zahtev da element h algebre, koji pripada trazenom
skupu za odredenu reprezentaciju D(L) (tj. D(h) je iz H, i samim tim normalni operator), i u
nekoj drugoj reprezentaciji D’(h) bude ponovo normalni operator. Ovo nije a priori o¢igledno, i
razjasnjenje daje

Teorem 4.5 Ako u nekoj vernoj reprezentaciji D(L) poluproste Lie-jeve algebre L operator D(h)
ima svogstveni bazis, onda i u svakoj drugoj reprezentaciji D'(L) operator D'(h) ima svojstveni
bazis (kaze se da je takav element algebre poluprost); skup svih komutirajuéih poluprostih eleme-
nata algebre je Abel-ova podalgebra u L.

°Do kraja glave termin algebra se odnosi na kompleksnu poluprostu Lie-jevu algebru.
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Drugim rec¢ima, postojanje svojstvenog bazisa reprezentanta elementa poluproste algebre je
karakteristika elementa, a ne reprezentacije. Dat je algoritam za nalazenje kandidata za komple-
tan skup: za svaki element h algebre, treba u bilo kojoj vernoj reprezentaciji D proveriti moze li
se D(h) dijagonalizovati. Teorem 4.5 ima pozitivan rezultat u smislu da se postojanje svojstvenog
bazisa moze pripisati elementu algebre, i ne zavisi od nacina reprezentovanja. I slede¢i zadatak,
odredivanje skupa komutirajuéih operatora resen je na nivou algebre: to je neka Abel-ova podal-
gebra poluprostih elemenata. Njihovi reprezentanti svakako komutiraju (zbog homomorfizma), i
postoji (zbog poluprostote) zajednicki svojstveni bazis.

Nakon uspesnih prvih koraka u realizaciji pocetne ideje, preostala je provera postoji li kom-
pletan skup komutirajuc¢ih elemenata iz L: mogu li se u nekoj podalgebri iz teorema 4.5 naci
elementi takvi da su zajednicki svojstveni potprostori operatora koji ih reprezentuju jednodimen-
zionalni. Za razjasnjenje ovog pitanja dovoljno je razmotriti pridruzenu reprezentaciju. Ako su
h i k' dva komutirajuca, linearno nezavisna, poluprosta elementa, tada je ad(h)h’ = ad(h)h =0
(jer je [h,h] = [h,h'] = 0)iad(h )k = ad(h')h = 0, te je zajednicki svojstveni potprostor za svoj-
stvenu vrednost 0 degenerisan. Postojanje novog nezavisnog komutirajuc¢eg elementa h”, ukazalo
bi na jos veéu degeneraciju zajednickog nultog svojstvenog potprostora’. Stoga se kompletan
skup komutiraju¢ih poluprostih elemenata ne moze nac¢i u opstem slucaju, i pocetna ideja se
mora modifikovati.

Iako je postojanje linearno nezavisnog komutirajuéeg poluprostog elementa h’' ukazalo na
nuznost degeneracije zajednickog nultog potprostora operatora ad(h) i ad(h’), ostali zajednicki
svojstveni potprostori (gde je svojstvena vrednost bar jednog od operatora iz H nenulta) mogu
biti nedegenerisani. Tako se formulise novi zadatak: odrediti skup H poluprostih komutiraju¢ih
elemenata u L, takav da su nedegenerisani svi nenulti zajednicki svojstveni potprostori operatora
ad(H). Jedan od rezultata teorije poluprostih algebri je da ovakav skup postoji: medu podal-
gebrama iz teorema 4.5 mogu se naci i takve da operatori koji ih predstavljaju u pridruzenoj
reprezentaciji (algebre L) imaju nedegenerisane sve zajednicke nenulte svojstvene potprostore.

Definicija 4.10 Cartan-ova podalgebra H poluproste Lie-jeve algebre L je svaka maksimalna
Abel-ova podalgebra sa osobinom da su zajednicki nenulti svojstveni potprostori operatora ad(H )
nedegenerisani. Dimenzija Cartan-ove podalgebre se naziva rang, r, algebre L.

Cartan-ova podalgebra je definisana koriS¢enjem pridruzene, a ne proizvoljne reprezentacije.
Ovakvo ogranic¢enje ima bar dve prednosti: prva je sto je ad(L) verna (jer je algebra poluprosta),
tako da se za elemente Cartan-ove podalgebre moze naci zajednicki svojstveni bazis u svakoj
reprezentaciji (teorem 4.5); osim toga, kako operatori ad(L) deluju u samoj algebri, dekompozicija
na zajednicke svojstvene potprostore otkriva strukturu algebre. Sa druge strane, mana mu je da
nedegenerisanost (nenultih) zajednickih svojstvenih potprostora ne vazi za svaku reprezentaciju:
kod drugih reprezentacija se degeneracija mora posebno prouciti.

Treba napomenuti da Cartan-ova podalgebra ne mora biti jednoznaéno odredena. U L moze
postojati vise Cartan-ovih podalgebri, ali se pokazuje da su im dimenzije jednake, tj. rang jeste
karakteristika algebre. Odredivanje Cartan-ove podalgebre direktno po definiciji moze predsta-
vljati problem, pa se Cesto koriste sledeci rezultati:

6Pod zajedni¢kim nultim svojstvenim potprostorom operatora A1, ..., A, podrazumeva se potprostor koji svi
operatori preslikavaju u 0, tj. presek njihovih nulpotprostora: ker A; N --- Nker A,.
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(i) ako je Abel-ova podalgebra H jednaka svom normalizatoru, tj. vazi H = N(H), ona je
Cartan-ova podalgebra;

(ii) ako je h reqularni element algebre L, odnosno defekt” ad(h) je minimalan, dim ker(ad(h)) =
min{dim ker(ad(l)) |l € L} (defekt ad(l) je bar 1, jer je ad(l)l = [I,I]] = 0), onda je
ker(ad(h)) jedna Cartan-ova podalgebra.

4.3.2 Koreni 1 tezine

Egzistencija Cartan-ove podalgebre dozvoljava izbor adaptiranog ili Cartan- Weyl-ovog bazisa, u
kome prvih r vektora razapinju neku Cartan-ovu podalgebru H, a preostali jednodimenzionalne
zajednicke svojstvene potprostore operatora ad(H): {hi,eq|i=1,...7, a =1,....,n—r}. Cak
i pri fiksiranoj Cartan-ovoj podalgebri, ovakav bazis nije jednoznacan: vektori e, su odredeni do
na konstantu, dok je izbor vektora h; ograni¢en samo time da su linearno nezavisni i iz H. Ova
¢injenica ostavlja slobodu da se bazis prilagodi dodatnim potrebama. Pri fiksiranom Cartan-
Weyl-ovom bazisu, vektori e, su odredeni r-torkom svojstvenih vrednosti: ako je ad(h;)e, =
aleq, i = 1,...,7, vektor a = (af,...,a%)T jednoznacno odreduje element e,, te se, kao i u
slucaju kompletnog skupa operatora, moze oznaciti kao eg.

Da bi se kasniji zakljucci precizno formulisali, uvode se neke notacione konvencije. Proi-
zvoljni vektor v iz prostora reprezentacije D(L) oznacava se kao | D,v); kako je sama algebra
L prostor pridruzene reprezentacije, x i | ad, z) su alternativne oznake za proizvoljni element
algebre. Podbazis Cartan-ove podalgebre i operatori koji ga reprezentuju tretiraju se kao r-
dimenzionalne kolone h = (hq,...h,)T, odnosno D(h) = (D(hy),...,D(h,))T. Ako je | D,x)
zajednicki svojstveni vektor ovih operatora za svojstvene vrednosti my,...,m,, moze se pisati
D(h;) |D,x) = m; |D,x). Ve¢ je napomenuto da zajednicki svojstveni potprostori za D(H) (osim
za D = ad), ne moraju biti nedegenerisani, i kolona svojstvenih vrednosti m = (my,...,m,)T"
ne odreduje jednoznacno vektor | D, x). Stoga | D, m) oznacava proizvoljni vektor zajednickog
svojstvenog potprostora, a za zadavanje bazisa u tom prostoru se uvodi dodatni indeks A, da bi se
prebrojali linearno nezavisni vektori iz istog zajednickog svojstvenog potprostora. Kao rezultat
dosadasnjih razmatranja dobija se relacija:

D(h) |D,m) =m |D,m,). (4.7)

Za pridruzenu reprezentaciju su zajednicki nenulti svojstveni potprostori jednodimenzionalni, i
(4.7) postaje:
ad(h)eq = [h,eq] = ac, (uz |ad,a) = e,). (4.8)

Relevantni svojstveni vektori i odgovarajuc¢e svojstvene vrednosti, tradicionalno nose spe-
cificne nazive.

Definicija 4.11 Neka je L kompleksna poluprosta Lie-jeva algebra, D(L) njena reprezentacija
u konacno-dimenzionalnom vektorskom prostoru H, i h bazis Cartan-ove podalgebre. Kolona
svojstvenih vrednosti, m, operatora D(h) se naziva tezina, a odgovarajuci zajednicki svojstveni
potprostor, H(h, m), i svojstveni vektor, | D, m), su potprostor tezine m, odnosno vektor tezine
m. Posebno, kada je u pitanju pridruzena reprezentacija, nazivi su koren, a, koreni potprostor,
L(h,a) i koreni vektor, e, =|ad, a), respektivno.

"Defekt operatora A je dimenzija njegovog nulpotprostora ker A.
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Ovo oznacavanje se prosiruje i na slucaj kada m i a nisu tezina odnosno koren: naime, ako a
nije svojstvena vrednost, v = 0 je jedino resenje jednacine Av = av, te se nulti potprostor moze
shvatiti kao ”svojstveni” potprostor za brojeve koji nisu svojstvene vrednosti; u tom smislu se
definise H(h,m) = L(h,a) %' 0 ako m i @ nisu tezina, odnosno koren.

Povezujuci korenove i tezine, tako da se koreni vektori mogu shvatiti kao operatori dizanja ili
spustanja tezina, naredni stav jos jednom isti¢e posebno mesto pridruzene reprezentacije.

Lema 4.3 Za reprezentaciju D(L) poluproste algebre L w prostoru H wazi D(eq) | D,m) €
H(h, m+a); odgovarajuci izbor bazisa u potprostorima teZina daje D(eq) |D,m) = ¢ |D, m + a),
t5. vektor korena a preslikava vektore tezine m u vektore tezine m + a.

mDokaz:  Za vektor | D,m) € H(h,m) vazi D(h)(D(eqs) | D,m)) = ([D(h), D(eq)] + D(eq)D(h)) | D,m) =
(D([h,eq)) + D(eq)D(h)) | D,m) = (a +m)(D(eq) | D, m)). Tako je D(eq) | D,m) vektor tezine a +m. 1

Treba uociti da lema ne tvrdi da je m + a tezina ako je m tezina i a koren; ukoliko @ + m
nije tezina, iz dokaza je jasno da je D(eq) | D, m) = 0, te je iskaz leme prosiren i na taj slu¢aj na
osnovu konvencije nakon definicije 4.11. Odavde odmah sledi da se kod kona¢no-dimenzionalnih
reprezentacija, kada operatori mogu imati samo konacan skup svojstvenih vrednosti, svaki vektor
bilo koje tezine m uzastopnim delovanjima operatora D(eg,) preslikava u nulti vektor: za neki
konacan stepen s je D*(eq) | D, m, \) = 0.

Primenjena na pridruzenu reprezentaciju, kada tezine postaju korenovi, sa (do na fazu) jed-
nozna¢nim odgovarajuéim vektorima, lema postaje ad(e,) | ad, ) = cap | ad, o + (); izvorna
notacija (sa definicijom pridruzene reprezentacije), [eq, €8] = Cap€a+s, daje uvid da je komutator
korenih vektora i sam koreni vektor (uz pominjanu konvenciju e,+5 = 0 ako o + § nije koren).

4.3.3 Standardna forma

Najvazniji rezultat teorije kompleksnih poluprostih Lie-jevih algebri poc¢iva na slobodi u izboru
Cartan-Weyl-ovog bazisa: bazis Cartan-ove podalgebre se moze na¢i medu elementima koji se
uvek reprezentuju hermitskim operatorima. Takav izbor ¢e biti naglasen velikim slovima: H;, Fg;
sledstveno usvojenoj notaciji, H je kolona tih bazisnih vektora Cartan-ove podalgebre, a D(H)
kolona reprezentujucih operatora.

Teorem 4.6 (Standardna forma algebre) Za svaku poluprostu kompleksnu Lie-jevu algebru
L dimenzije n i ranga r, postoji standardni Cartan- Weyl-ov bazis {H;, Eqli = 1,...,r; a € A},
gde A oznacava skup n — r nenultih korenova, sa osobinama:

(i) L serazlaze na Abel-ove podalgebre u obliku L = L(H,0)&3_, ., L(H, a); ovde je L(H, a) =
span (Ey) za a # 0 jednodimenzionalna podalgebra, a L(H,0) = span (Hy, ..., H,) jedna
Cartan-ova podalgebra (dimenzije r);

(ii) svi korenovi su realni, i za svaki koren a je i —a koren, tj. A je disjunkina unija dva

podskupa At i A~ = — A% sa po “5* realnih r-dimenzionalnih kolona.

(iii) komutacione relacije bazisnih vektora su:

[Hi, Hj] =0, [H;, Bo] = a:Eq, [Ea,Ey] = capBasb, [Ea,B_a] = a;H;

i
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(ako a + b nije koren, onda je po ranijoj konvenciji cqp = 0);

(iv) w prostoru svake reprezentacije D(L) mogu se odabrati skalarni proizvod i konstanta wp
tako da vazi:

DY(H) = D(H), D'(E,) = D(E_,), Tr (D(H;)D(H;)) = wpéi;.

A~ H At [H,H| =0
Hy

[H,E,) =aFE,

[Eaa Eb] = Ca.,bEwa,—i-b

[Ea,E_ol=a-H

Slika 4.2: Standardna forma poluproste algebre.

Prva tri iskaza sumiraju prethodna razmatranja. Prva i druga komutaciona relacija iz (iii)
su samo definicija Cartan-Weyl-ovog bazisa. Druge dve slede iz leme 4.3: u poslednjoj je jasno
da je [Eq, F_g4] iz Cartan-ove podalgebre, pa je linearna kombinacija vektora H;; nova je samo
mogucnost izbora bazisa tako da su koeficijenti u kombinaciji bas komponente vektora a. Po-
slednji deo teorema je primena na operatore pridruzene reprezentacije i Killing-ovu formu opstih
stavova o osobinama antisimetricnih operatora u odnosu na bilinearnu formu u kompleksnim
prostorima®.

Treba zapaziti da su strukturne konstante u standardnoj formi potpuno odredene korenovima
(to nije ocigledno samo za cqp, no detaljnija analiza resava i ovo pitanje). Konsekventno, skup
korenova jednoznacéno odreduje strukturu same algebre, te se definisanjem korenova i standardnog
bazisa u stvari odreduje sama algebra: taj nacin zadavanja, realizovan prethodnim teoremom se
naziva standardna forma algebre. Istovremeno se i problem klasifikacije kompleksnih poluprostih
Lie-jevih algebri ranga r svodi na kombinatorni geometrijski problem mogucéeg izbora skupa
korenova u realnom vektorskom prostoru R".

Poslednji deo teorema je iskaz o istovremenoj realnosti svojstvenih vrednosti reprezenata
Cartan-ovih elemenata u svakoj reprezentaciji. Ovo je vazno kako za kasnija razmatranja, tako
i za fiziku. Naime, operatori D(H) imaju svojstveni bazis na osnovu teorema 4.5, a sada je
jasno da su im sve svojstvene vrednosti realne, te su komutirajuéi skup opservabli (u nekom
kvantnomehanickom problemu skup se eventualno moze kompletirati dodatnim opservablama).
Tako teorem pokazuje da su pojedini elementi algebre reprezentovani opservablama u svim re-
prezentacijama, Sto otvara mogucénost da se sam element algebre, a ne samo operator koji ga

8Takvi prostori se nazivaju kompleksni euklidski prostori, za razliku od unitarnih, u kojima se od forme —
skalarnog proizvoda — zahteva antilinearnost po jednom i linearnost po drugom argumentu [C'1]. Pomenute
osobine operatora su analogne npr. realnosti svojstvenih vrednosti hermitskog operatora u unitarnom prostoru,
ili osobinama spektra realne kosohermitske matrice.
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reprezentuje, vidi kao fizicka velicina. Konacno, isti stav znaci da su sve tezine standardnog
bazisa realne.

Pokazuje se da je opisani izbor mogué¢ zahvaljujuc¢i tome Sto svaki nenulti koren a izdvaja
podalgebru obrazovanu vektorima {a - H, E,, E_,}, izomorfnu algebri sl(2, C) (zadatak 4.26).
Ova cinjenica se i nezavisno koristi u fizici: uobicajeno je operatore algebre razvrstati u trojke
sl(2, C) podalgebri, i tada se govori o razli¢itim vrstama ”spinova”. Pored toga sto se vidi znacaj
algebre sl(2,C) u teoriji algebri, postaje jasno da se fizicke veli¢ine pridruzene elementima Lie-
jevih algebri ¢esto mogu razvrstati na nacin slican angularnim momentima (jer su to velicine
pridruzene algebri so(3, R), a kompleksifikacijom ova postaje sl(2,C)).

Zadatak 4.26: Za algebru sl(n, C) pokazati da je skup dijagonalnih matrica traga 0 jedna Cartan-ova podalgebra,
i odrediti jedan Cartan-Weyl-ov bazis. Posebno razmotriti slucajeve n =2 in = 3.

Zadatak 4.27: Za algebru so(3,C) odrediti sve Cartan-ove podalgebre, a zatim i standardnu formu.

Zadatak 4.28:° Odrediti Cartan-ov tenzor u Cartan-Weyl-ovom bazisu poluproste algebre.

4.3.4 (Odnosi medu tezinama

Lema 4.3 i egzistencija Cartan-Weyl-ovog bazisa u kome su sve tezine (i korenovi) realni, pruza
osnovu za analizu strukture algebri i njihovih kona¢no-dimenzionalnih reprezentacija. Posledica
realnosti tezina je da su one (medu njima i korenovi) vektori prostora R”, te se mogu urediti u
skladu sa relacijom poretka u realnim vektorskim prostorima:

Definicija 4.12 Vektor m € R” je pozitivan, m > 0, ako mu je prva nenulta komponenta
pozitivna. Vektor m je veci od vektora m/, m > m/, ako je m —m/’ > 0. Koren a je pozitivan,
a > 0, ako je pozitivan kao vektor u R", a prost ako je pozitivan i nije zbir dva pozitivna korena.

Na osnovu teorema 4.6(ii), u svakom paru korenova suprotnog znaka jedan je uvek pozitivan,
i moze se uzeti da je AT skup pozitivnih korenova.

U smislu leme 4.3, pozitivni korenovi povecavaju tezine, a negativni ih smanjuju. Na taj
nacin, delujuéi na vektor tezine m operatorima D*(E_,) i D*(F,) dobija se niz tezina, a-niz iz
m: m-—pa,..., m,..., m+qa. Zbog kona¢no-dimenzionalnosti razmatranih reprezentacija niz
se zavrSava za s = p i t = ¢, tako §to je DPYY(E_,) | D,m) = DY\ (E,) | D,m) = 0.

Iz teorema 4.6(iii-iv) sledi medusobno komutiranje hermitskih operatora D(H ), D(Eq)D(E_4)
i D(E_q)D(E,), te u potprostoru H(H,m) postoji zajednicki ortonormirani svojstveni bazis
{ID,m,\)}: D(H)|D,m,\) =m |D,m,\) i D(E+o)D(E+,) | D,m,\) = a,()\)|D,m,N\).
Vektori D(EL,) | D, m, \) su iz potprostora H(H, m + a), i medusobno su ortogonalni (neki od
njih mogu biti i nulti!), jer je (D,m,\| (D(E+q)) D(E+q) | D,m, X) = aF,(A\)dyn. Osim toga,
iz D(Eq)D(E_o)(D(Eg) | D,m,\)) = o, (A (D(E,) | D,m,\)) (dobija se drugacijim pisanjem
Zagrada) i D(E—a)D(Ea)(D(Ea) |D’ m, )‘>) = (_G"D(H)+D(Ea)D(E—a))(D(Ea) |Dv m, )‘>) =
(—m-a—a-a+a,,(N\)(D(E,) |D,m,\)), sledi da su to ponovo zajednicki svojstveni vektori za
D(H), D(E,)D(E_g) 1 D(E_q)D(E,). Normiranjem nenultih takvih vektora nalazi se ortonor-
mirani skup {|D,m + a,\)} u H(H,m + a): D(E+a) |D,m,\) € ¢£()\) | D,m + a, \), koji
moze biti dopunjen do ortonormiranog zajednickog svojstvenog bazisa u ‘H(H,m + a). Pona-
vljanjem procedure u H(H, m=+a), i u kasnije dobijenim tezinskim potprostorima, jasno je da se
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m + qa I a - (m + qa’) = -0+ |C;n+qa|2
—a

m+qa—al a-(m+(g—1)a)=—ley  1al” + i nal’
m + ka % a-(m+ka)= _|C:n+ka|2 + |C;z+ka‘2
m % a-m = —[cf[* + ||
m — pa i a-(m—pa)=—|ch > +0

Slika 4.3: a-niz iz m.

za svako A\ izdvaja jedan a-niz iz m i odgovarajuc¢ih zajednickih svojstvenih vektora pomenutih
operatora: {| D,m +ka,\)|k = —p,...,q}, pri cemu je ¢\ 00(N) = C_pa(A) = 0. Operatori
D(E,), D(E_,) i D(H) deluju unutar istog niza, i to na isti nacin (samo se ¢, ;.. (\) razlikuju),
tako da u nastavku indeks A nece biti pisan, ali se podrazumeva. Za svaki ¢lan niza vazi:

a-(m+ka)=(D,m+ka|[D(Ea), D(E-q)| | D,m + ka) = |c,, al” — lCpral™

Koeficijenti normiranja nisu nezavisni, jer su D(E,) i D(E_4) medusobno adjungovani: dejstvo

D(E_g) na levu i desnu stranu daje (D, m +ka+a| D(Eg) |D,m+ka) = ¢, oia = Chiras

pa je |¢f  ral? = [6miraral’- Formiran je niz jednakosti sa slike 4.3 (u krajnjim tackama niza je
Cm—pa = Ciniqa = 0). Njihova suma po svim k = ¢,..., —p (desna strana se anulira) daje
a-m
p—q=2 . (4.9)
a-a

U slucaju da je m = m/, bas najveca tezina niza, ¢ je jednako 0, i sumiranjem prvih k izraza
koeficijenti normiranja se odreduju do na fazni faktor u formi

B k(k+1)a a

2
= 1
2= (k+Da >

[ (4.10)

Zadatak 4.29: Pokazati da je {a,0, —a} ceo a-niz iz a kod pridruzene reprezentacije.

Izvedene relacije su krucijalne pri klasifikaciji algebri i njihovih ireducibilnih reprezentacija.
Pre svega, u slucaju kada je D pridruzena reprezentacija, (4.10) omoguéava odredivanje preostalih
strukturnih konstanti cgp iz teorema 4.6; sa svoje strane, (4.9) ukazuje da korenovi zadovoljavaju
vrlo restriktivne geometrijske odnose: odnosi duzina i kosinusi uglova medu korenovima su po-
vezani celobrojnim relacijama. Konacno, za ireducibilne reprezentacije iste relacije ¢e dozvoliti
kompletnu konstrukciju na osnovu zadate samo najvece tezine.
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U stvari, zahvaljujuéi izvedenim jednakostima se moze pokazati da medu korenovima postoji
bazis prostih korenova. Najvaznije rezultate sumira:

Teorem 4.7 (i) UR" postoji bazis prostih korenova algebre ranga r, tzv. fundamentalni sistem,
s={s',...,s"};

(ii) svaki pozitivan koren je linearna kombinacija korenova fundamentalnog sistema sa nenega-
tivnim celobrojnim koeficijentima: ako je a > 0 tada je @ =Y ;_, n;s" uz n; € Ny;

(iii) ako je L poluprosta algebra sa vise prostih ideala, Cartan-Weyl-ov bazis u L se moZe odabrati
u formi unije Cartan-Weyl-ovih bazisa ideala, pri ¢emu je prostor korenova ortogonalni
zbir prostora korenova ideala (pa se i skup korenova razlaZe na medusobno ortogonalne
podskupove koji odgovaraju razlicitim idealima).

Zadatak 4.30: Odrediti fundamentalni sistem korenova za sl(3, C).

4.3.5 Konac¢no-dimenzionalne ireducibilne reprezentacije

Konaé¢no-dimenzionalne reprezentacije poluproste Lie-jeve algebre su razlozive, i njihova klasi-
fikacija se svodi na odredivanje ireducibilnih. Sa druge strane, prostor H neke reprezentacije
je ortogonalni zbir potprostora ‘H(H, m) razlicitih tezina. Te tezine su realne u standardnom
Cartan-Weyl-ovom bazisu, pa se mogu urediti prema definiciji 4.12; kona¢na dimenzija prostora
H povlaci konacnost skupa tezina, te se uredenjem izdvaja maksimalna tezina, M, za svaku
reprezentaciju. To znaci da je za svaki vektor maksimalne tezine | D, M) i svaki pozitivni koren
ispunjeno D(E,) | D, M) = 0 (inace bi prema lemi 4.3 dobijeni vektor imao vecu tezinu M + a),
odnosno u (4.9) je g =0, pajep= 2% > 0.

Za proizvoljnu reprezentaciju je moguce da vektor | D, M) sa ovakvim svojstvima ne bude
jedinstven (npr. ako je potprostor maksimalne tezine degenerisan, ili postoje vektori nemaksi-
malnih tezina koje svi reprezentanti pozitivnih korenova anuliraju). Specifiénost ireducibilnih
reprezentacija je upravo jedinstvenost (do na konstantu) ovakvog vektora, sto povlaci da maksi-
malna tezina u potpunosti odreduje celu reprezentaciju.

Teorem 4.8 Neka je D(L) konacno-dimenzionalna ireducibilna reprezentacija poluproste algebre
L u prostoru H, M maksimalna teZina, {s',... s"} fundamentalni sistem i S = %Za+>0 at.
Tada vazi:

(1) wektor M iz R" je maksimalna tezina ireducibilne reprezentacije ako i samo ako su svi p; =
QM:s

st.gt

(i =1,...7) nenegativni celi brojevi;

(ii) maksimalna teZina je nedegenerisana, dok se degeneracija proizvoljne teZine m izraZava
rekurentnom Freudenthal-ovom relacijom:

Za+>0 2120:1 Nmtkat (m + ka+) ’ a+,
| M+S|?=[m+S|>

Nm =
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(iii) dimenzija reprezentacije je data Weyl-ovom relacijom:

Ha+>0(M + S) ) a’+.
Ha+>OS -a’t ’

dim D(L) =

(iv) svaka tezina m se moze napisati u obliku m = M — Y | k;s', gde su k; nenegationi celi
brojevi, tj. postoji vektor tezine m koji se iz | M) dobija delovanjem nekih od operatora

{D(E—sl)v R D(E—s")};

(v) tezinskivektori{D(E_q)- -+ D(E_p) |[M)|a,...,b € A"} obrazuju M, te maksimalna teZina
potpuno odreduje ireducibilnu reprezentaciju.

Teorem 4.8 omogucava klasifikaciju i eksplicitnu konstrukciju svih ireducibilnih reprezentacija
poluproste algebre. Naime, stav (i) daje njihovu klasifikaciju kroz odredivanje vektora koji mogu
biti maksimalne tezine. Nenegativnost koeficijenata k; u stavu (iv) znaci da se dejstvom bilo kog
operatora D(FEyi) vektor | M) anulira; uvodenje pojma nivoa tezine m kao zbira koeficijenata k;
iz stava (iv), dozvoljava rekurzivni metod nalazenja svih tezina reprezentacije. Nulti nivo ima
samo maksimalnu teZinu. Zatim se, za svaki s’-niz iz M, znajuéi da je ¢ = 0, odredi p na osnovu
(4.9). Sve tezine nivoa 1 se nalaze medu ovako odredenim nizovima. Sada se formiraju s’-nizovi
iz tezina nivoa 1. Za svaki od njih je poznata gornja granica ¢, jer su poznate sve vece tezine
(u ovom trenutku je to samo M), te se ponovo iz (4.9) moze odrediti p. Sada se izdvojaju sve
tezine nivoa 2. Tako, kada su poznate sve tezine nivoa 0, ..., N, formiraju se s-nizovi iz tezina
nivoa N, i za svaki od njih znanje svih veéih tezina (sa prethodnih nivoa) omoguéava da se u
(4.9) odredi ¢, pa izracuna p, i formira sledeéi nivo. Postupak je zavrsen onda kada se utvrdi da
je novi nivo prazan, sto znaci da su odredene sve tezine. Konac¢no, degeneracija svake pojedine
tezine se izracunava Freudenthal-ovom relacijom, a konstrukcijom odgovarajuceg broja vektora
tezina na osnovu (v), reprezentacija je potpuno odredena.

Na osnovu stava (i) poslednjeg teorema svaka ireducibilna reprezentacija je karakterisana r-
torkom nenegativnih celih brojeva [pi,...,p,]. Posebno mesto zauzimaju tzv. fundamentalne
reprezentacije. To je r neekvivalentnih ireducibilnih reprezentacija {DVI(L) | j = 1,...,7},
takvih da za DU](L) vazi p; = 0;;. Kasnije ¢e biti pokazano da ove reprezentacije odreduju sve
druge ireducibilne reprezentacije date algebre.

Zadatak 4.31: Odrediti koeficijent normiranja c,,, za tezinu m = M — ka, dobijenu pri spustanju iz maksimalne
tezine M operatorom D(FE_g).

Zadatak 4.32: Odrediti sve ireducibilne reprezentacije algebre so(3, C) i pokazati da su sve tezine nedegenerisane.
U svakoj od ovih reprezentacija na¢i matrice operatora D(H), D(E;) i D(E_) Cartan-Weyl-ovog bazisa.

Zadatak 4.33: Za algebre sl1(3,C) i su(3) nadi sve ireducibilne reprezentacije i njihove dimenzije. Za reprezen-
tacije [1,0], [0,1], [2,0], [0,2], [1,1], [3,0] i [2, 1] nacrtati tezinske dijagrame.

Zadatak 4.34: a) Neka su N} i P! kreacioni operatori neutrona i protona u stanju | a), respektivno, a Hg
hamiltonijan jezgra invarijantan na zamenu protona i neutrona. Pokazati da operatori T =, P(ING, T = TI
1Ty =33, (PlPa—NJINg) obrazuju reprezentaciju algebre su(2) (izospin) u odgovarajuéem Fock-ovom prostoru.
Pokazati da Hg komutira sa ovom algebrom. Dati fizicku interpretaciju navedenih operatora i odrediti vezu izmedu
operatora ) ukupnog naelektrisanja jezgra i operatora B ukupnog broja nukleona (barionski broj).

b) Za pione 71, w_ i mo je poznato da ¢ine trodimenzionalni izospinski multiplet. Pomoéu kreacionih i anihilacionih
operatora ovih €estica odrediti operatore koji reprezentuju bazis su(2). (Uputstvo: smatrati da indeksi 4+, — 10
odgovaraju tezinama 1, -110. )
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Pri odredivanju ireducibilnih komponenti date reprezentacije D(L) korisno je uvesti Kazimi-
rove operatore; to su operatori

def - 1.8
K, = > g D(x;,) - D(xs,), (4.11)

i1 yeyip=1

gde je {z1,...,1,} bazisu L, g% = Zjl,...,jp g g'r gy o, g% je matrica inverzna Cartan-
ovom tenzoru g;; i g;,..;, = Tr(ad(z;,) ... ad(x;,)).

Moze se pokazati da za svako p ovako definisani operatori komutiraju sa svim operatorima
reprezentacije D(L), i da ih ima tacno r funkcionalno nezavisnih. To zna¢i da Kazimir-ovi
operatori deluju kao skalarni operatori u svim ireducibilnim potprostorima, a njihove svojstvene

vrednosti u ovim potprostorima karakterisu ireducibilne reprezentacije.

Zadatak 4.35: Pokazati da Kazimirov operator Ky komutira sa svim operatorima reprezentacije D(L).

Zadatak 4.36: Pokazati da za maksimalnu tezinu ireducibilne reprezentacije vazi

Ko [M)=(| M |*+) a-M)|M)

a>0

i odrediti svojstvene vrednosti Ko za sl(2,C) isl(3,C).

Zadatak 4.37: Odrediti Kazimirov operator Ks za so(3,C).

4.3.6 Klasifikacija prostih Lie-jevih algebri

Veé je napomenuto da skup korenova odreduje sve komutacione relacije poluproste algebre, tako
da je poznavanje ovoga skupa zapravo ekvivalentno zadavanju same algebre. Sa druge strane,
veze date relacijom (4.9) dozvoljavaju samo neke odnose medu korenovima. Tako klasifikacija
poluprostih algebri postaje nalazenje mogucih skupova korenova.

Teorem 4.7 omogucava da se u ovom smislu razmatraju samo koreni sistemi prostih algebri
(to je zapravo samo manifestacija Artin-Cartan-ovog teorema 4.4), jer se njihovim ortogonalnim
sabiranjem dobijaju koreni sistemi ostalih poluprostih algebri. Isti teorem pokazuje da je za
klasifikaciju algebri odredenog ranga dovoljno odrediti moguce proste korenove, dok su ostali
njihove celobrojne linearne kombinacije. Pri tome se na osnovu definicije 4.12 zakljucuje da
razlika prostih korenova nije koren (inace iz s° — s’ € A" povlaci da je s’ zbir pozitivnih korenova,
a ako je s' — s/ € A~ isto vazi za §’), tako da je u (4.9) za s'-niz iz 8/ uvek p = 0, i dobija se

i.gJ J i ; P e . ; P o ; o .
—qij = 2575 = 2% cos(s',87) < 0, za s'-niz iz 8’ (s’ je duzina korena s’). To znaci da je ugao
izmedu prostih korenova tup, a uporedivanjem g;; i ¢;; nalazi se cos(s', s’) = —%‘ Qi 1 5 =

\ /%. Ove relacije ostavljaju samo nekoliko moguénosti za odnose medu prostim korenovima, i
v

one su date u tabeli 4.1.

Kada je odabran dozvoljeni skup prostih korenova u skladu sa tabelom, za definisanje algebre
potrebno je odrediti i sve ostale korenove. Problem se resava rekurzivno, slicno odredivanju
ireducibilne reprezentacije iz maksimalne tezine. U stvari, re¢ je o istom metodu, jer je re¢ o
tezinama pridruzene reprezentacije, jedino Sto se ne zna koja je maksimalna tezina. No, kako je
poznato da je svaki pozitivni koren linearna kombinacija prostih sa nenegativnim celim koefici-
jentima, ulogu pocetnog, prvog nivoa preuzima skup prostih korenova. Zatim se na isti nacin
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Tabela 4.1: Odnosi medu prostim korenovima. U kolonama su navedeni kosinus ugla medu
prostim korenima, sam ugao, odgovarajuci Cartan-ovi brojevi g;;, i Dynkin-ova oznaka. Pretpo-
stavljeno je da je s* > s7.

7

cos(s', 87) | Z(s',87) | qij | qji = Dynkin
0 z 0 | 0 | neodreden | s'e es’
—% %’r 1 1 1 s'e—egl
_\/Li & 1] 2 V2 s’:o =>= osj.
—\/75 ‘%’r 1 3 V3 s'e =>= eg’

formiraju nizovi prostih korenova za svaki nivo, i time odreduje sledeé¢i nivo. Konaé¢no, kada je
neki nivo prazan, odredeni su svi pozitivni korenovi, i mnozenjem sa —1 dobijaju se i negativni.
Pri tome treba imati u vidu da je svaki koren nedegenerisan tako da nema potrebe razmatrati
ovo pitanje.

Ocigledno je da je problem klasifikacije poluprostih kompleksnih Lie-jevih algebri sveden
na odredivanje razlic¢itih fundamentalnih sistema. Sa svoje strane, ovo je relativno jednostavan
kombinatorni problem, i njegovo resenje je poznato. Rezultat klasifikacije se najcesée predstavlja
u formi tzv. Dynkin-ovih dijagrama. Svaki prost koren se predstavi tackom. U zavisnosti od
odnosa medu prostim korenima oni se povezuju razli¢itim brojem linija, kao $to je navedeno u
tabeli. Linije se usmeravaju od duzeg ka kra¢em korenu pri ¢emu se duzina jednog korena moze
uzeti proizvoljno. Pokazuje se da postoje moguénosti iz tabele 4.2.

Tabela 4.2: Proste kompleksne Lie-jeve algebre. Za svaku algebru je dat koreni sistem
preko Dynkin-ovih dijagrama, dimenzija i odgovarajuca matricna algebra. Cetiri desna dijagrama
predstavljaju beskonacne serije prostih neizomorfnih kompleksnih Lie-jevih algebri, dok preostali
daju tzv. posebne algebre.

Oznaka Matrice D}menzua Oznaka Dlmen?ua
Dynkin Dynkin
sl(r+1,C)  r(r+2) 248
a T Z 1 o—e-0—0 €s e—e—0o—0o—0 ':'
so(2r+1,C) r(2r+1) 133
bT r 2 2 o—0 - 0=>—60 €7 o—o—o—o°:°
sp(2r,C)  r(2r+1) 78
Cr T Z 2 o—0 - 0=<=0 €6 07070.:.
2r,C 2r—1 2
dr r 2 3 ! To—)mn:(. Y f4 0—05:0—0
[ ]
14
82 =

Zadatak 4.38: Odrediti sve moguée poluproste kompleksne algebre ranga 1 i 2, i njihove korene sisteme.

Zadatak 4.39:° Koriste¢i Dynkin-ove dijagrame odrediti sve izomorfne proste algebre koje se javljaju u klasifi-
kaciji. Zatim pokazati da su medu algebrama so(n, C) sve proste, osim so(2, C) i so(4, C). Objasniti strukturu ove
dve algebre. (Uputstvo: iskoristiti ¢injenicu da je so(4,R) kompaktna i da joj je centar trivijalan. Dalje primeniti
lemu 4.2(i) i stavove o kompleksifikaciji. Kona¢no, analiziraju¢i dimenziju so(4, C) zakljuciti kakva je struktura
ove algebre. )
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4.3.7 Algebre su(2) i su(3)

Fundamentalan znacaj u fizici ima algebra angularnih momenata, izomorfna algebri su(2). Sli¢no,
u fizici elementarnih cestica, u opisu jakih interakcija pojavljuju se operatori koji generisu algebru
su(3). Stoga ¢e, kao model za primenu prethodne teorije, biti razmotrene najvaznije osobine ovih
algebri. Prethodno ée biti uocene neke lako proverljive zajednic¢ke osobine svih algebri su(n).

U fizici se tradicionalno polazi od realnog vektorskog prostora n-dimenzionalnih hermitskih
matrica traga 0. To nije Lie-jeva algebra, jer je komutator hermitskih kosohermitska matrica.
Dimenzija ovog prostora je n? — 1, a uobi¢ajen izbor bazisa je

{hili=1,...,n° =1} = {Hy, Sj, Apj [k =1,....n—1; =k +1,...,n}, (4.12)
gde je H, = W(Zﬁzl Eaq = kEri1641), Skj = 5(Exj + Ejr) 1 Ay = 5(Ejp — Exj). By
oznacava matricu kojoj je ij-ti element 1, a ostali 0: (Ej;)u = 6ixdj. Iz ociglednog iden-
titeta [Ej;, B = djxEy — duLk;, lako se dobijaju sve komutacione relacije, kao i jednakost

Tr (H;H;) = %&-j. Mnozenjem matrica uvedenog prostora imaginarnom jedinicom, dobija se al-
gebra kosohermitskih kompleksnih matrica traga 0, su(n). Algebra je dimenzije n? — 1, i realna,
jer se samo realnim linearnim kombinacijama ovakvih matrica dobijaju matrice istog tipa.

Kompleksnim linearnim kombinacijama elemenata gornjeg bazisa se dobijaju sve kompleksne
matrice traga 0, tj. alebra sl(n,C). Stoga je sl(n,C) kompleksifikovana algebra su(n)c, a su(n)
realna forma sl(n, C),. Jednostavnim ra¢unanjem komutatora, zadaci 4.16 i 4.22, pokazuje se da
je za sl(n, C) Killing-ova forma g(z,y) = 2nTr(zy). Vidi se da je nedegenerisana (y € sl(n, C)
znaci da je Try' = 0, pajeiy’ € sl(n, C); stoga je g(y',y) = 0 samo ako je y = 0, tako da nijedan
nenulti vektor nije ortogonalan na celu algebru), $to znaci da je sl(n, C) poluprosta. To isto vazi
i za njenu realnu formu su(n); sada je —Tr (zy) = Tr (2'y), pa kako je poslednji izraz standardni
matri¢ni skalarni proizvod, pozitivan je, invarijantan i bilinearan: su(n) je kompaktna algebra.

Da bi se odredila Cartan-ova podalgebra za sl(n, C), dovoljno je uociti da dijagonalni elementi
bazisa obrazuju n — 1 dimenzionalnu Abel-ovu podalgebru H. Pri tome se proverava da neka
matrica X komutira sa svim matricama H; ako i samo ako je i X dijagonalna, $to znaci da je
N(H) = H,i H je jedna Cartan-ova podalgebra, ranga r = n — 1. U narednim razmatranjima
¢e se koristiti bazis sl(2, C)

k
Eai — kE 1
{Hk:Zd:1 dd ML Elk=1,....on—1ij=1,...,ni+#j} (4.13)

o0/k(E+1) V2

za koji se neposredno proverava da je jedan standardni Cartan-Weyl-ov bazis.

4.3.7.1 Algebra su(2)

Angularni momenti K; (i = 1,2, 3) su u kvantnoj mehanici hermitski operatori, ¢ije su komutaci-
one relacije [K;, Kj| = ih ), €;jx K}, jednake onima za bazis (4.12) u slu¢aju n = 2. Mnozenjem
sa —i matrica Hj dobijaju se kosohermitski operatori

O i 0 —i P10
tl—_§<1 0>’t2__§(i 0)’t3—_§(0 —1)' (4.14)

Oni ¢ine bazis algebre su(2), sa komutacionim relacijama [t;, t;] = >, et (zadatak 4.10b). U
ovom bazisu se lako odreduje pridruzena reprezentacija, i Cartan-ov tenzor g = —213.
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Da bi se nasle ireducibilne reprezentacije potrebno je izvrsiti kompleksifikaciju algebre su(2),
¢ime se, kao i u opstem slucaju algebre su(n), dobija kompleksna poluprosta algebra sl(2,C),
ranga 1 (zadatak 4.21). Konsekventno, tezine i korenovi su u standardnom bazisu realni brojevi.
Cartan-Weyl-ov bazis (4.13) je

., /10 =t 1 (01 ittt 1 (00
m=iv=y (o 0) =5t = 5 (00) B =5 = s 0 0)

Odgovarajuce komutacione relacije su

(Hy,H\] =0, [H,E:|=+F,, [E, Ey]=[E_E_|=0, [E;,E_] = Hy,

Sto, prema teoremu 4.6, predstavlja standardnu formu algebre. Jedini pozitivan (i prost) koren
je 1, za koreni vektor E, a korenom vektoru £_ odgovara negativni koren —1.

To znaci da se uslov iz teorema 4.8(i) za maksimalne tezine svodi na celobrojnost broja
p = 2M. Tako se za svako M = 0, %, 1, ... dobija po jedna ireducibilna reprezentacija maksimalne
tezine M. Fundamentalna reprezentacija je M = % ([p = 1]). Posto postoji samo jedan negativni
koren, —1, sve tezine ove ireducibilne reprezentacije su u —1-nizu iz M: —M,... M. Ima ih
tacno 2M + 1, a operatori D™)(EL) ih dizu i spustaju za 1 (slika 4.4). Kako je maksimalna
tezina nedegenerisana, a postoji samo jedan prost koren, u skladu sa ortonormiranoséu bazisa
| D,m, \) iz izvodenja relacije (4.9), sledi da su sve tezine nedegenerisane. Stoga je dimenzija
reprezentacije 2M + 1. Poslednji zakljuci se mogu izvesti i na osnovu teorema 4.8.

5 3 1 1 3 _ 5
10 1 -t roTzomzomaoa 2 Mg
O<+~—6—0 -~ S S S} O O *—
E £, °0T° ‘ h
DBEN(E-) DB)(E)

Slika 4.4: sl(2,C): korenovi i tezine pridruzene (ireducibilna sa M = 1), fundamentalne (M = %)
i reprezentacije M = g

Zamenjujuéi u izrazu (4.10) m’ = M, i uocavajuéi da se odstupanje tezine m od M moze
napisati kao k = M — m, nalaze se koeficijenti normiranja pri delovanju operatora D™)(E.) na
bazis tezina (zadatak 4.31):

DOD(ELY | M, m) = %\/(M:Fm)(M:I:er 0 | M,m + 1).

Zato su u bazisu vektora tezina matrice operatora Cartan-Weyl-ovog bazisa:

(M, m/| D(M)(Hl) |M,m) = moum,

%\/(M Fm)(M £ m + 1) 1. (4.15)

(M,m'| DYD(EL) [M,m) =



96 POGLAVLJE 4. LIE-JEVE ALGEBRE

Konacno, posto je rang algebre 1, samo je Kazimirov operator K, nezavisan. Znajuéi da je
u bazisu (4.14) Cartan-ov tenzor 3g;; = —d;; = 2¢”, dobija se Ky = >, DM*(t,) (konstanta
—3 se izostavlja). Izrazavajuéi matrice t; preko standardnog bazisa i zamenjujudi ih u (4.15),
ili direktno na osnovu zadatka 4.32, pokazuje se da je Ko = M(M + 1)1gp41. U skladu sa
objasnjenjem u prethodnom odeljku, vidi se da je Kazimirov operator skalarni operator u prostoru
ireducibilne reprezentacije, i njegova svojstvena vrednost M (M + 1), posto je jedini, potpuno

karakterise tu reprezentaciju.

4.3.7.2 Algebra su(3)

Iz uvodnih razmatranja sledi da je su(3) kompaktna poluprosta algebra dimenzije 8. Bazis (4.12)
(tradicionalno, te matrice se mnoze faktorom 2) ¢ine Gell-Mann-ove matrice (zadatak 4.10c):

010 0 -1 0 1 0 0 0 01
AM=110 0], =1 0 0)J,A3=10 =1 0], \q=1{0 0 0]},
000 0 0 0 0 0 O 1 00
00 —i 000 00 0 1 (L 00
Ad=100 0], %=(0 01 =100 -], =—41(01 0
i 0 0 010 01i 0 V3 00 -2
Kompleksifikacijom se nalazi algebra sl(3, C), ranga 2, sa standardnim bazisom (4.13):
(1 00 1 1 0 0
H=-(0 -1 0|,Hyb=——={0 1 O ,
\o 0 0 2v3\0 0 -
1 (010 0 01 000
Eo,=—10 0 0] ,Eb=—7|0 0 0} ,Ec=—71|0 0 0],
V2 0 00 \/_ 000 \/§ 010
1 (000 00 000
E,=—/—11 00 ,E_b: 00 ,Ec: 001
V2 000 10 0 000

Lako se proverava da su komutacione relacije standardne (slika 4.2), pri ¢emu korenovi obrazuju
temena pravilnog Sestougla u ravni R? (slika 4.5):

A= {a— ((1)) b= <2§) - (_%%g)}i A = {—a —b,—c}.

Nenulte strukturne konstante za komutatore korenih vektora su

1
—Ca,—b = Ca,—c = Cbe = —Cb,—a = Cc,—a = —C—b,—c — 7
b b b Kl b 2
Sa slike se moze rekonstruisati cela standardna forma algebre: npr., [Ep, Ee| = cpcFa, jer je

a = b+ c. Upravo uocena veza istovremeno znaci da a, kao zbir dva pozitivha korena, nije
prost, te da je fundamentalni sistem {s' = b, s? = ¢}.
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) ey = (3)
a-(p) . /\M

() SN

./\ Ao M, = (_i) 3 S

1
2V/3 My = —1No my = _%)
m3 = 0 2
1 1
Slika 4.5: sl(3,C): fundamentalne (M, = ( ? ) 1M, = ( 2, )) i pridruzena reprezentacija.
23 23

Ireducibilne reprezentacije su zadate maksimalnim tezinama M = (m;pQ, BB \/’12) , gde su p;
i po nenegativni celi brojevi iz teorema 4.8. Weyl-ova formula, u kojoj je poluzbir pozitivnih
korenova S = a, daje dimenziju ove reprezentacije: dim D™ = 1(p; +1)(po + 1)(p1 + p2 + 2).
Fundamentalne reprezentacije (slika 4.5) su odredene mak51ma1n1m tezinama M = (3, 2\;)T

(lpr=1,p2=0))1 M = (3, ——) ([p1 = 0,p2 = 1]), dimenzije 3. Za prvu od njih se dejstvom

operatora D™M)(E_.1) dobija s'-niz iz M, koji ima jo§ samo jednu tezinu (jer je p; = 1),
m =M — st = (0 —7§)T. Posto je p, = 0, ovo je jedina tezina prvog nivoa. Nalazi se u

s'-nizu iz M, i zna se da je poslednja u tom nizu, te ostaje da se nade s?-niz iz m. Kod njega je
p—q = 1; posto je m tezina prvog nivoa, pozitivno ¢ bi znacilo da je m + s? maksimalna teZina,
sto nije tacno, pa je ¢ = 0,1 p = 1. Tako je nadena jedina tezina nivoa 2: m/ = (—%, 7> To
je grani¢na tezina upravo razmatranog niza, tako da treba na¢i samo s'-niz iz m': p —q = 0.
Ponovo je ¢ = 0, jer na nivou 1 nema tezina iz ovog niza, pa je p = 0 i tre¢i nivo je prazan. Tako
su nadene tri tezine, pa posto je reprezentacija trodimenzionalna, sve su nedegenerisane.

Inace se degeneracija pojedinih tezina ra¢una Freudenthal-ovom formulom. Kako se to ¢ini,
bice objasnjeno na primeru reprezentacije sa p; = po = 1. Ona je dimenzije 8, sa maksimalnom
tezinom M = (1,0)7, i to je u stvari pridruZena reprezentacija. Njene teZine su (zadatak 4.30)
date naslici 4.5. Poznato je da je maksimalna tezina nedegenerisana. Za tezinu m; = s2, imenilac
Freudenthal-ove formule je 1, a izrazi m; + ka™ su za a™ > 0 tezine samo za a™ = bi k = 1,
kada se dobija maksimalna tezina (ukoliko m; + ka™ nije tezina, odgovaraju¢a degeneracija u
formuli je 0, i ¢lan nestaje). Formula postaje n,,, = 2nm,1p(m1+b)-b = 1; potpuno analogno se
i za tezinu msy pokazuje nedegenerisanost (samo se umesto b koristi ¢). 1z tezine mg = 0 moguce
je dobiti dodavanjem pozitivnih korenova tezine m; = mz+c¢, mys =m3+bi M = m3 + a.
Freudenthal-ova formula postaje n,,, = 3(nMM a + Np,Ms - b+ nyymy - ¢) = 2. Posto je
dimenzija reprezentacije 8, ostale tri tezine su nedegenerisane.

Nezavisni Kazimirovi operatori su K5 i K3, koji se relativno dugackim ra¢unom nalaze po
definiciji. Umesto K3 ¢esce se koristi [33] operator K} = K3 + Kg Par svojstvenih vrednosti
K, i K}, koji jednoznacno definise ireducibilnu reprezentaciju je 2(pf + p3 + pips) + 2p1 + 2ps) i
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$(p1— p2)(2p1 + p2 + 3)(p1 + 2p2 + 3).



Poglavlje 5
LIE-JEVE GRUPE

Skup transformacija (geometrijskih, ili nekog drugog tipa) koje ostavljaju invarijantnim neki
sistem je grupa. Poznavanje ove grupe simetrije sistema, pored toga Sto moze pojednostaviti
razlicite racune, daje osnovu za niz opstih zakljucaka, relevantne za svaki sistem iste simetrije.
U tom smislu koriséenje simetrije omogucava jedinstveni opis fizicki razlicitih problema. Tipicni
primeri su primena odrzanja impulsa kod translatorno invarijantnih sistema, odrzanja angularnih
momenata pri sfernoj simetriji; slicno, niz dobrih kvantnih brojeva manifestuje zakone odrzanja
za unutrasnje simetrije elementarnih cestica. Pored konacnih grupa, u fizici se pojavljuju i
neprekidne grupe. Njihovo proucavanje se u mnogo ¢emu svodi na razmatranje okoline jedini¢nog
elementa. Tangentni prostor u jedinicnom elementu ima strukturu Lie-jeve algebre, i neka za
fiziku znacajna pitanja redukuju se na ve¢ resene probleme u okviru teorije Lie-jevih algebri.

5.1 STRUKTURA LIE-JEVIH GRUPA

Lie-jeve grupe pored algebarske imaju i topolosku i analiticku strukturu, sto odreduje njihove
dodatne karakteristike. U ovom poglavlju ¢e biti razmotrene prvo osobine koje slede iz ¢injenice
da je grupa topoloski prostor, a zatim ¢e se prouciti posledice koje ima analiticka struktura na

grupi.

5.1.1 Osnovni pojmovi

Algebarska struktura grupe, preko asocijativne operacije mnozenja i inverznog elementa (defini-
cija 3.1), uvodi dva preslikavanja:

/

(1) mnozenje, m: G x G — G, dato sa m(g, ') o 9g";

(ii) inverzija, i : G — G, zadato kao i(g) = g~ L.

Kada je na skupu GG uvedena neka dodatna topoloska struktura, ima smisla govoriti o topoloskim
osobinama ovih preslikavanja. Kod konacnih, i uopste diskretnih grupa, topologija se ne razma-
tra, ve¢ samo algebarske osobine (moze se re¢i da se podrazumeva trivijalna topologija u kojoj
je svaki element grupe otvoren skup, tako da je svako preslikavanje neprekidno). Medutim, kod
neprekidnih grupa, topoloski aspektni znatno doprinose razjasnjavanju osobina grupe. Za fiziku

99
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su znacajne neprekidne grupe koje su istovremeno i mnogostrukosti, te omoguc¢avaju primenu
tehnika vezanih za ovakve topoloske prostore.

Definicija 5.1 Grupa G je Lie-jeva grupa dimenzije n (ili n-parametarska) ako je G glatka
mnogostrukost dimenzije n, a preslikavanja i(g) = g~ i m(g,q') = gg su glatka.

U skladu sa osnovnom idejom pri uvodenju mnogostrukosti, svakom elementu g se kartom
(Uy, 1,) pridruzuje tacka 1,(g) iz R™ sa koordinatama, parametrima, (g, ...,g"). Mnozenje i
inverzija postaju beskonacno diferencijabilne realne funkcije realnih promenljivih. Za proizvoljna
dva elementa sa karti (U,, ) 1 (Us,s), neke njihove okoline mnozenjem daju elemente sa

iste karte (U,,1,), indukujuéi funkciju m = (@m',...,m") = ¢, omo (Y, x zﬂgl); njeni su
argumenti koordinate na kartama: m(g',..., ¢ ht,... h") (kada je moguée, ovo ¢e biti kratko
pisano m(g, h)). Sliéno je i sa funkcijom inverzije: inverzi iz okoline g su u okolini g~ !, pa je
= Pg-1010 w;l funkcija argumenata g', ..., g".

Zadatak 5.1: Izraziti aksiome grupe preko funkcija m i ¢ iz definicije Lie-jeve grupe.

Izborom pogodnih karata (krace, parametrizacijama) dobijaju se koordinate koje isti¢u po-
jedine osobine grupe. Pokazuje se da uvek postoje karte koje sadrze jedini¢ni element, i pri
tome je ¥.(e) = 0; odgovarajuce koordinate se nazivaju kanonicne. Ako je jo§ unutar neke
okoline U, zadovoljeno 1.(g7') = —1.(g), kaze se da su kanoni¢ne koordinate prve vrste, dok
je v gt . g™) = ¥ gh,0,...,0)0.1(0, 62,0, ...,0)..0.1(0, ..., 0, g") karakteristika kanoni¢nih
koordinata druge vrste.

Izvedeni pojmovi se uvode na standardni nacin, uzimajué¢i u obzir sve postojece strukture
(algebarsku i topolosku).

Definicija 5.2 Lie-jeva podgrupa (invarijantna) Lie-jeve grupe je svaka podgrupa (invarijantna)
koja je 1 glatka podmnogostrukost.
Izomorfizam Lie-jevih grupa je difeomorfizam koji je i algebarski izomorfizam. Reprezentacija
D(G) Lie-jeve grupe G u prostoru H je glatki homomorfizam D kojim se G preslikava u GL(H).
Direktni (semidirektni) proizvod Gy ® Go (Gy A Gy) Lie-jevih grupa Gy i Gy je direktni
proizvod njihovih mnogostrukosti, sa algebarskom strukturom direktnog (semidirektnog) proizvoda
apstraktnih grupa Gy 1 Gs.

Lema preuredenja pokazuje da svaki element grupe mnozenjem indukuje jednu bijekciju na
grupi, g : G — G, definisanu sa Vh € G g : h — gh = m(g, h). Isto vazi i za preslikavanje i.
Sa druge strane, ove bijekcije su kod Lie-jevih grupa glatke (pa i neprekidne), odakle sledi da su
homeomorfizmi i difeomorfizmi.

Zadatak 5.2: Dvodimenzionalna grupa G = {(4,a) | 0 < A € R, a € R} je definisana delovanjem u R':
(A,a)xr = Az +a, V€ R. Pokazati da je to Lie-jeva grupa, odrediti njene topoloske osobine i funkcije m i i.

Zadatak 5.3: a) Neka je M proizvoljni operator iz GL(n,R). Pokazati da skup Oj; operatora A za koje vazi
ATMA = M ¢ini podgrupu u GL(n,R), i da ovi operatori imaju determinantu 1 ili -1. b) Neka je M operator
iz GL(n, C). Pokazati da skup operatora Uys(n) za koje vazi ATMA = M &ini grupu u GL(n,C) i da svi imaju
determinantu modula 1.
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5.1.2 Topoloske osobine

Topologki zahtevi za algebarsko mnozenje, nametnuti glatkoséu funkcija m i ¢ u definiciji 5.1,
dovode do korelacije topoloskih i algebarskih osobina. To se manifestuje ve¢ na primarnim
pojmovima otvorenih skupova (za topologiju) i podgrupa (za algebru): homeomorfizam mnozenja
pokazuje da su podgrupa i njeni koseti topoloski ekvivalentni, sto kroz Lagrange-ov teorem daje
niz vaznih posledica.

Lema 5.1 (i) Ako je neka podgrupa otvoren skup u G, onda je i zatvoren.
(ii) U povezanoj grupi nema otvorenih pravih podgrupa.

mDokaz:  Svaki koset otvorene podgrupe je zbog homeomorfnosti mnozenja otvoren. Unija ovih koseta (bez
podgrupe) je otvoren skup i komplement date podgrupe, pa je podgrupa i zatvoren skup. To odmah znaéci da je
grupa nepovezana ukoliko je re¢ o pravoj podgrupi. 1

Za svaku podgrupu H moze se formirati skup koseta, koji se oznacava sa G/H (kada je
% topoloski jednakih skupova.
Kanoni¢no preslikavanje (koje je u slu¢aju invarijantne podgrupe i homomorfizam) f : G — G/H,
definisano sa f(g) = gH, indukuje faktor topologiju na G/H; tako skup koseta postaje topologki

prostor, prostor koseta, koji se Cesto koristi pri ispitivanju topoloskih osobina grupa.

H invarijantna podgrupa ovo je faktor grupa), i sastoji se od

Teorem 5.1 (i) Ako je N zatvorena invarijantna podgrupa u G, i G je kompakina (povezana),
onda je faktor grupa G /N kompaktna (povezana).

(ii) Ako su zatvorena podgrupa H i prostor koseta G/H kompaktni (povezani) onda je i G kom-
paktna (povezana,).

Postojanje otvorenih pravih podgrupa, tj. i algebarski i topoloski izdvojenih podskupova,
dovodi do nepovezanosti grupe (lema 5.1), pri ¢emu su koseti u medusobno razli¢itim kompo-
nentama povezanosti, i imaju jednake topoloske osobine. Precizno objasnjenje daje

Teorem 5.2 Komponenta jedinice G, grupe G je invarijantna podgrupa i pri tome je G/G,
(grupa komponenti) diskretna.

mDokaz: Posto je komponenta povezanosti maksimalni povezani podskup, ona sadrzi svaki povezani podskup sa kojim ima neprazan

presek. Inverzija je homeomorfizam, pa je Ge_1 = {97! | g € G} povezan skup: kako je e = e, G;l ima presek sa Ge,

te je podskup Ge, a zbog bijektivnosti je Ge = G¢ *; mnozenje elementom grupe je homeomorfizam, te je, za h iz Ge, skup
hGe povezan i sadrzi h € Ge, pa je podskup u Ge. Time su pokazani postojanje inverznog elementa i zatvorenost na mnozenje
komponente jedinice. Asocijativnost mnozenja je ocigledna, a e je po definiciji iz G.. Prema tome G je algebarska podgrupa. Kako
je svaka komponenta povezanosti u mnogostrukosti i sama mnogostrukost, ostalo je da se pokaze invarijantnost. Ona je posledica
homeomorfnosti preslikavanja Ge — gGeg~!: lik je povezan skup koji sadrzi e, tj. podskup je u Ge. Diskretnost faktor grupe sledi
iz &injenice da se pri kanoniénom homomorfizmu komponenta jedinice preslikava u tacku, te isto mora biti slu¢aj i sa kosetima. i

Gornji teorem dozvoljava da se topoloska razmatranja vrse na komponenti jedinice. To je
invarijantna podgrupa, homeomorfna svojim kosetima (ostale komponente povezanosti). Tako
proucavanje povezanih Lie-jevih grupa daje informaciju i o ostalim: i algebarske i topoloske
osobine nepovezane grupe se mogu dobiti koriS¢enjem komponente jedinice G, diskretne faktor
grupe G/G. i neprekidnog kanoni¢nog homomorfizma. Zato se stavovi i definicije teorije Lie-
jevih grupa po pravilu prvo formulisu za povezane grupe, dok se za ostale naknadno mogu izvesti
zakljucci na osnovu prethodnih razmatranja.

Tako se za Lie-jevu grupu kaze da je poluprosta, ako osim {e} nema Abel-ovih povezanih
invarijantnih Lie-jevih podgrupa. Poluprosta Lie-jeva grupa je prosta ako nema pravih povezanih
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invarijantnih Lie-jevih podgrupa. Treba uociti da Lie-jeva grupa moze biti prosta (poluprosta)
cak i ako ima invarijantne Lie-jeve podgrupe (Abel-ove) koje nisu povezane (npr. diskretne
podgrupe).

Zadatak 5.4: a) Pokazati da je grupa O(n, R), ortogonalnih matrica dimenzije n, nepovezana, sa dve komponente
povezanosti, pri ¢emu je komponenta jedinice SO(n,R), skup matrica sa determinantom 1. b) Pokazati da
je GL(n,R) nepovezana grupa sa dve komponente povezanosti, pri ¢emu je komponenta jedinice skup matrica
pozitivne determinante GL (n,R). c¢) Pokazati da je SL(n,R) povezana grupa. d) Proveriti da su sve navedene
podgrupe zatvoreni skupovi u GL(n,R).

Zadatak 5.5: Pokazati da je grupa unitarnih matrica dimenzije n, U(n) povezana. Isto za SU(n). Na osnovu
toga pokazati da su SL(n,C) i GL(n,C) povezane grupe. Pokazati zatvorenost svih ovih podgrupa u GL(n, C).

Zadatak 5.6: Pokazati da grupa O(1,3,R) ima ¢etiri komponente povezanosti. Odrediti komponentu jedinice,
tzv. Lorentz-ovu grupu, L, i ispitati njene topoloske osobine.

Zadatak 5.7: Poincaré-ova grupa II', je skup {(4,a) | A € O(1,3,R), a € R*} transformacija u R* definisanih
sa (A,a)r = Ax + a. Pokazati da je II' = T* A O(1,3,R), gde je T* grupa éetvorodimenzionalnih translacija.
Ispitati topoloske osobine ove grupe i njene komponente jedinice.

Zadatak 5.8: ° Neka je G grupa transformacija na nekoj mnogostrukosti M i pri tome je delovanje glatko
i tranzitivno (definicija 3.5). Pokazati da je M difeomorfna prostoru koseta G/H, gde je H podgrupa u G
izomorfna bilo kojoj maloj grupi (dejstvo je tranzitivno, pa su sve male grupe izomorfne).

Pokazano je da komponenta jedinice, tj. najveca povezana podgrupa koja sadrzi e, uslovljava
osobine cele grupe. Sledeé¢i stav otkriva specificnu osobinu svih povezanih grupa koje su i to-
poloski prostori (medu njima su i povezane Lie-jeve grupe): svaka okolina jedini¢nog elementa
umnogome odreduje osobine cele grupe.

Teorem 5.3 Povezana Lie-jeva grupa G je generisana svakom okolinom jedinicnog elementa,
7. svaki element grupe se moZe izraziti kao proizvod elemenata iz bilo koje okoline elementa e.

mDokaz: Neka je U otvorena okolina e i U™t = {u™! | u € U}. Skup V = U NU~! sadrzi sve svoje inverzne
elemente i e, a mnozenje je i dalje asocijativno. Ako bi bio i zatvoren u odnosu na mnozenje, u pitanju bi bila
otvorena podgrupa, §to je suprotno pretpostavei povezanosti G (lema 5.1), osim za U = V = G. Na isti nacin
se sve navedene osobine pokazuju i za skup V2 = {vv’ |v,v’ € V} D V. Nastavljanjem analognih razmatranja se
rekurzivno formiraju skupovi V! = {oV™ | v € V}, pri éemu je stalno V™1 5 V™ tj. sve vedi deo grupe
je obuhvacen novim skupom, sve dok u nekom koraku on ne postane zatvoren, kada je V™ = G, s§to znaci da je
svaki element grupe proizvod m elemenata iz U. I

Prema tome, mnozenjem elemenata iz ma koje okoline jedini¢nog elementa povezane Lie-
jeve grupe generise se cela grupa. Tako svaka okolina jedini¢nog elementa, zahvaljuju¢i grupnom
mnozenju i topoloskim uslovima, nosi informacije o celoj grupi. Uz ranije izvedene zakljucke, ovo
dozvoljava da se teorija Lie-jevih grupa zasnuje na prouc¢avanju okolina jedinice povezanih grupa.
U nastavku ¢ée biti razmotren nacin na koji se takvi, lokalni zakljucci, mogu zatim primeniti za
celu grupu. Kao prvi primer kako lokalna razmatranja daju relevantne informacije o celoj grupi,
moze posluziti cesto koris¢ena

Lema 5.2 Svaka diskretna invarijantna podgrupa povezane grupe je podgrupa centra grupe.

mDokaz: Neka je H diskretna invarijantna podgrupa, a U neka okolina e, i V, = UNU~!. Tada je skup
Vi def {vhv=! | v € V,} u okolini h € H, a zbog invarijantnosti H je V}, C H. No, za dovoljno malo U, tj. V.,
zbog diskretnosti H, nema u okolini & drugih elemenata iz H, pa je V3, = {h}, tj. vh = hv, za svako v iz V. Na

osnovu teorema 5.3, sledi da h komutira sa svim elementima grupe. I
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5.1.3 Lokalni izomorfizam

Na osnovu prethodnih stavova postalo je intuitivno jasno da grupe slicne u okolini jedini¢nog
elementa imaju mnoge zajednicke osobine. Takva svojstva se nazivaju lokalna. Za preciznu
formulaciju ovakvih zapazanja potrebno je prilagoditi pojam izomorfizma.

Definicija 5.3 Lie-jeve grupe G i G’ su lokalno izomorfne ako za neke okoline jedinica U, i U,
postogi difeomorfizam f: U, — Ul za koji je:

(i) h,g,hg € U, poviaci f(hg) = f(h)f(g) € U,;
(ii) h,g € U. i f(h)f(g) € U, poviaci hg € U, i f(hg) = f(h)f(g).

Jednostavnije, iako ne zahteva zatvorenost mnozenja na U, i U], lokalni izomorfizam ima
sve osobine obi¢nog izomorfizma kad god je proizvod originala ili likova ponovo u odgovarajucoj
okolini. Lako je proveriti da je lokalni izomorfizam relacija ekvivalencije, koja izjednacava grupe
sa jednakim lokalnim osobinama. Ipak, lokalni izomorfizam nije pravi izomorfizam, pa medu
lokalno izomorfnim grupama postoje i one koje nisu izomorfne; poznavanje jedne grupe moze se
smatrati potpunim, tek kada je odredeno kojoj klasi izomorfnih grupa pripada, te je vazno znati
koje klase pravog izomorfizma sadrzi jedna klasa lokalnog izomorfizma.

Teorem 5.4 Za svaku povezanu Lie-jevu grupu G postoji jedinstvena (do na izomorfizam) prosto
povezana univerzalno natkrivajuca grupa G, takva da:

(i) postoji homomorfizam m : G — G grupe G na G, tj. G = G/ kerr;
(ii) = je lokalni izomorfizam grupa G i G;

(iii) jezgro homomorfizma 7 je diskretna invarijantna podgrupa centra grupe G, izomorfna fun-
damentalnoj grupi m (G): m (G) = ker 7.

pp |
r © |
oV \
s © Povezane Nepovezane
r(t;— iﬁ " Klasa lokalnog izomorfizma |
"G GN G,

Slika 5.1: Povezanost Lie-jevih grupa. Medu povezanima su prosto povezane, po jedna klasa
izomorinih prosto povezanih u svakoj klasi lokalnog izomorfizma. N; su diskretne invarijantne
podgrupe centra univerzalno natkrivajuce grupe G.

Teorem pokazuje da u klasi lokalnog izomorfizma postoji taéno jedna klasa (univerzalno
natkrivajuca) izomorfnih prosto povezanih grupa, i niz klasa homomorfnih likova univerzalno
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natkrivajuce grupe; pri tome je svaka klasa (pravog) izomorfizma predstavljena faktor grupom
G = G/N, gde je N diskretna invarijantna (time i centralna, lema 5.2) podgrupa u G, tj.
homomorfnim likom grupe G kanoniénog homomorfizma 7 : G — G sa jezgrom kerm = N. 7
preslikava sve tacke kernela u istu tacku, jedinicu grupe G; krive koje u G povezuju razlicite,
a pri tom udaljene (jer je ovo diskretan skup) tacke kernela, preslikavaju se u petlje u jedinici
grupe G. Ovako se dobijaju netrivijalne petlje iz m1(G).

Zadatak 5.9: Pokazati da je sa f(r) = e?™ definisano univerzalno natkrivanje grupe U(1) grupom R (re-

alni brojevi sa operacijom sabiranja). Odrediti odavde fundamentalnu grupu 71 (U(1)). Uspostaviti analogno
preslikavanje realne ose na SO(2,R).

Zadatak 5.10: Odrediti fundamentalne grupe za SO(n,R) i SU(n). (Uputstvo: na osnovu zadatka 5.8 odrediti
prostor koseta SO(n,R)/SO(n — 1,R) i SU(n)/SU(n — 1), pa iskoristiti sledeéi stav: ako je H podgrupa za koju
je prostor koseta difeomorfan sferi S* (k > 2), onda je 71 (G) = 71 (H)).

Zadatak 5.11: Pokazati da je SL(n,F) prosto povezana grupa (Uputstvo: posmatrati SL(n,F) kao grupu trans-
formacija u F™”, i odrediti orbite i male grupe, zatim iskoristiti zadatak 3.37 i teorem: ako su podgrupa i prostor
koseta prosto povezani, cela grupa je prosto povezana).

Zadatak 5.12: Odrediti centre grupa GL(n,F), SL(n,F), U(n) i SU(n).
Zadatak 5.13: Pokazati da je svaki element grupe SU(2) oblika

_ a b 2 2
U= (5 2)e laPelop=t

Na osnovu ovoga zakljuciti da je sfera S® mnogostrukost grupe SU(2).
Zadatak 5.14: Pokazati da je sa

To+x3 X1 +ixo T 4
f(x)X<x1—ia:2 J:o—a:3>’ @ = (w0,1,73,23)" € R,

uspostavljena bijekcija izmedu R* i hermitskih matrica dimenzije 2. Neka je Y = AX AT, A € SL(2,C). Pokazati

da je indukovano preslikavanje O(A)f~1(X) e f71(Y) homomorfizam i lokalni izomorfizam grupe SL(2,C) na
Lorentz-ovu grupu.

5.1.4 Analiticke osobine i Lie-jeva algebra

U dosadasnjim razmatranjima nisu koriSéene sve osobine Lie-jevih grupa: bilo je vazno da je G
topoloski prostor, i da su preslikavanja m i ¢ neprekidna. Takve grupe se nazivaju neprekidne
grupe, te svi izvedeni zakljucci vaze za njih. Uoceni znacaj okoline jedini¢nog elementa ukazuje
na ulogu koju aparat analize mora imati, u slucaju Lie-jevih grupa. Funkcije mnozenja i inverzije
su glatke, mogu se diferencirati, a okolina jedinice se moze identifikovati sa tangentnim prostorom
u jedini¢cnom elementu.

Svaka karta izdvaja koordinatni bazis tangentnog prostora. Na taj nacin, izborom karte
sa kanoni¢nim koordinatama u okolini jedinice, u tangentnom prostoru jedini¢nog elementa je

zadat bazis {a; = 0;|i = 1,...,n}. U dovoljno maloj okolini jedini¢nog elementa mnozenjem se
dobijaju elementi sa iste karte, pa je mi(g, e) = m'(g', ..., ¢, 0,...,0) = (ge)* = ¢, i mi(e, h) = h'.
~ def  9mk(g,h . ~ 82k (e,e 82k (g,h . 9%k (ee
Za mk(g) = (M|, nalazi se imk(e) = oF, 392‘8(9]' b = agz‘a(f,j Hgpoe = 01 e —
2.5k . .
%Tzi—ggi’f”g,h:e = 0, te u ovoj okolini funkcija mnozenja postaje /m*(g, h) = g"+hF+3" afig'hi+. . ..
_ i ee)

Konstante afj = su na datoj karti potpuno odredene grupnim mnozenjem. Isto vazi i za

dg7OhT
def . . . .. .. .y . o
konstante cfj = afj — afi, koje zadovoljavaju obe relacije (4.2): antisimetri¢nost je o¢igledna, a

Jacobi-jev identitet sledi iz asocijativnosti grupnog mnozenja.
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Zadatak 5.15:° Dokazati relacije 4.2 za gore definisane konstante cfj.

Ako se komutator vektora koordinatnog bazisa definise sa [a;, a;] o >~ ¢}k, tangentni prostor
T.(G) postaje Lie-jeva algebra sa strukturnim konstantama c}; u bazisu ;. Sustinsku pozadinu
prethodnog izvodenja (i zakljucaka) osvetljava ¢injenica da su tangentni vektori (diferencijalni)
operatori u prostoru funkcija (na karti sa neutralnim elementom), te formiraju asocijativnu alge-
bru (sa strukturnim konstantama a};) iz koje se standardnom tehnikom (komutator operatora)
izvodi Lie-jeva algebra (sa strukturnim konstantama c§ ). Treba uociti da izbor druge karte moze
promeniti koordinatni bazis i strukturne konstante, no tangentni prostor i komutator u Lie-jevoj
algebri ne zavise od izbora bazisa. Stoga je dobijena algebra u potpunosti odredena grupom,

tacnije bilo kojom okolinom jedini¢nog elementa.

Definicija 5.4 Lie-jeva algebra L(G) Lie-jeve grupe G je tangentni prostor u jediniénom ele-
mentu, pri cemu je komutator odreden strukturnim konstantama cfj koordinatnog bazisa karte sa
kanonicnim koordinatama.

U konstrukciji algebre L(G) ucestvuje iskljuc¢ivo okolina jedini¢nog elementa, pa sve lokalno
izomorfne grupe imaju izomorfne Lie-jeve algebre. U suprotnom smeru, Lie-jeva algebra odreduje
klasu lokalno izomorfnih grupa, odnosno do na izomorfizam jedinstvenu univerzalno natkrivajucu
grupu: postoji bijekcija izmedu skupa Lie-jevih algebri i prosto povezanih Lie-jevih grupa.

Jasno je stoga da se Lie-jeva algebra moze identifikovati samo sa okolinom jedini¢nog ele-
menta (kao $to se uvek tangentni prostor u tacki mnogostrukosti moze identifikovati sa okolinom
te tacke). Grupno mnozenje se moze lokalno, na toj okolini, izvesti iz komutatora Lie-jeve algebre,
na slededi nacin. Svaki vektor tangentnog prostora odreduje familiju krivih kojima je on tangenta.
Kod Lie-jevih grupa u toj familiji postoji tacno jedna kriva g(t) za koju vazi g(t + s) = g(t)g(s),
ili u kanoni¢nim koordinatama m*(g(t), g(s)) = ¢*(t + s). Naime, diferenciranje po s daje:

dm* (g(t),9(s dg? (s) OmF (g(t),9(s)) s—0 N . dgF(t+s dgk(t4s) s—=0 dgk(t
(gés)g( ) Zj gdi) (%(gj)g( ) 5728 Zj ajm;?(g(t)) i 9C(ls ) g(t(ﬁ)) 9dt()‘ Do-

bijen je sistem diferencijalnih jednacina, dgjt(t) = alin}(g(t)), uz pocetni uslov ¢*(0) = 0

(tj. ¢(0) = e), ima tacno jedno resenje za svaki tangentni vektor a = (a',... a") (teorem o

egzistenciji i jedinstvenosti resenja Cauchy-jevog problema). Ovakva kriva je ocigledno jednopa-
rametarska podgrupa g(t) u G. Sa druge strane, formalno razmatrajuéi uslov g(t)g(s) = g(t + s)
kao funkcionalnu jednacinu, dobija se resenje g(t) = e, ¢ijim diferenciranjem u ¢ = 0 se na-
lazi daTSf)h:o = a. Zbog toga se jednoparametarske podgrupe cesto smatraju za chsponencijalno
preslikavanje tangentnih vektora, bez obzira $to izraz g(t) = e* u ops$tem sluc¢aju ima samo
simbolicki, a ne neposredan smisao.

Zakljucak prethodnih razmatranja je da svaki tangentni vektor u jedinici grupe, tj. svaki ele-
ment Lie-jeve algebre, jednoznac¢no odreduje jednu jednoparametarsku podgrupu u G. Ovakve
jednoparametarske podgrupe u opstem slucaju ne popunjavaju celu grupu. Medutim, ispostavlja
se da se svaki element komponente jedinice grupe moze dobiti mnozenjem nadenih jednopara-
metarskih podgrupa, preko Kempbell-Baker-Hausdorff-ove formule!. Tako Lie-jeva algebra, pri
zadatoj grupnoj mnogostrukosti, potpuno definiSe povezanu Lie-jevu grupu. Zbog toga se Cesto
elementi Lie-jeve algebre nazivaju generatorima Lie-jeve grupe.

1Po Zassenhaus-u!



106 POGLAVLJE 5. LIE-JEVE GRUPE

Eksponencijalno preslikavanje u kvantnoj teoriji uspostavlja vezu izmedu simetrija sistema i
opservabli za koje vaze zakoni odrzanja. Simetrije su reprezentovane unitarnim operatorima, dok
su odrzane opservable zapravo reprezentanti generatora grupe (Cesto pomnozeni imaginarnom
jedinicom). To ukazuje na znacaj eksponencijalnog preslikavanja u fizici. Za slucaj matricnih, tj.
operatorskih grupa, ono dobija sasvim uobicajeni smisao eksponenciranja matrica. Naime, zbog
postojanja inverznog elementa grupe, elementi matricne grupe G m-dimenzionalnih matrica su
nesingularne matrice, tj. G je podgrupa grupe svih nesingularnih matrica GL(m,F). Stoga se
svaki element moze napisati u obliku g =e* =3 72 %ak, gde je a neka matrica iste dimenzije, t;.
element algebre gl(m, F). Proizvoljna kriva g(t) = e u G definise krivu a(t) u gl(m, F), a uslov
g(0) = 1,, povlaci a(0) = 0. Specijalno, za jednoparametarske podgrupe, uslov g(t)g(s) = g(t+s)
sada daje kao pravo (a ne simbolitno) resenje g(t) = e, tj. a(t) = at za neku matricu a iz
gl(m,F): diferencirajuéi uslov po s (izvod matrice je matrica ¢iji su elementi izvodi elemenata

pocetne matrice) nalazi se Lg(t + s) = ﬁg(t +5) = Lg(t)g(s), sto, za s =0 i dil—f)|s:0 = a,
daje dfTEf) = ag(t). Tangentni vektor na ovu krivu u jediniénom elementu je a, i postaje o¢igledno

da su tangentni vektori matrice iz gl(m, F), da je Lie-jeva algebra matri¢ne grupe neka podalgebra
u gl(m,IF), te da svaki element te podalgebre odreduje jednu jednoparametarsku podgrupu.

Lako je uociti da postoji jednoznacna veza izmedu podalgebri (ideala) u L(G) i povezanih
podgrupa (invarijantnih podgrupa) u grupi G' (dovoljno je shvatiti tangentni prostor podgrupe
kao potprostor tangentnog prostora grupe). Odavde sledi da je G prosta ili poluprosta, ako i
samo ako je takva L(G). Takode je L(G/N) (N < G) izomorfna sa L(G)/L(N). Kasnije ¢e biti
pokazano da kompaktne grupe imaju kompaktne Lie-jeve algebre (Sto u opstem sluc¢aju ne znadci
da kompaktna algebra odreduje kompaktnu grupu). Lie-jeva algebra direktnog (semidirektnog)
proizvoda grupa je direktni (semidirektni) zbir Lie-jevih algebri faktora.

Zadatak 5.16: Pokazati da je L(GL(n,F)) = gl(n,F).
Zadatak 5.17: 7a matrice A i a iz F"" vazi A = e®. Pokazati da je det A = T (InA) = ¢Tra,

Zadatak 5.18: a) Pokazati da je sop(n,R) (zadatak 4.8) Lie-jeva algebra grupe Oy (zadatak 5.3.a-b). Isto za
grupu Uys(n) iz zadatka 5.3.b i skup matrica iz gl(n, C) sa osobinom a' M = —Ma.

Zadatak 5.19: Koristeéi prethodne zadatke pokazati da je: L(SL(n,F)) = sl(n,F), L(SO(p, ¢, R)) = so(p, ¢, R),
L(U(n)) =wu(n) i L(SU(n)) = su(n).

Zadatak 5.20: Odrediti matrice koje reprezentuju rotacije i boost-ove duz koordinatnih osa. Zatim pokazati da
su generatori ovih jednoparametarskih podgrupa upravo matrice iz zadatka 4.9c.

Zadatak 5.21: Elementi Euklidove grupe ravni F(2,R) su parovi (A|a) ortogonalnih transformacija A ravni i
translacija za vektor a: (Ala)z = Az +a, Vr € R% Pokazati da je F(2,R) = T? A O(2,R) i odrediti algebru
ove grupe.

Zadatak 5.22: U prostoru C? delovanje grupa U(1) i SU(2) moze se definisati na slede¢i na¢in (U € U(1),S €

SU(2)): .
i
¢ o, Y S 0
Ulz=| 0 e 0 |z, (1,92z= 0 1)%
0 0 e

Pokazati da je skup transformacija (U, S) = (U, 1)(1,S) lokalno izomorfan grupi U(1) ® SU(2) C SU(3). Odrediti
Lie-jevu algebru ove grupe.
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5.1.5 Invarijantna integracija

U teoriji konacnih grupa se javlja tzv. funkcional usrednjovanjo u formi f(G) = ‘—é' > gec f(9),
gde je f(g) neka funkcija na grupi, ¢ije su vrednosti kompleksni brojevi (npr. u formuli za razlaga-
nje reprezentacija preko karaktera) ili matrice (npr. formula za grupne projektore). Ovakvi izrazi
imaju vaznu ulogu u dokazivanju pojedinih stavova (teorem ortogonalnosti ili Schur-Auerbach-
ov stav), zahvaljujuéi osobini da je f(G) = |G‘ > gec f(hg) = |G‘ >_gec f(gh) za svaki element h
grupe G (posledica leme preuredenja). Analogon funkcionala usrednjavanja za Lie-jeve grupe je
inu (m' jmz/ ni m/ egral, tesno povezan sa merom na grupnoj mnogostrukosti. To je integral oblika:
[ f o ), gde je p neka mera na grupi (funkcija koja podskupovima u G pridruzuje pozitivne
bl”OJeVG zapremmu ).

Definicija 5.5 Integral je invarijantan ako je i levo v desno invarijantan, tj. ako je:

/f ) dpu(g /thdu /fqhdu

Mera se najcesée izrazava preko funkcije tezine p(g) na kartama: du(g) = p(g)dg, gde je
const const

dg = dg'...dg"™ element zapremine karte u R™. Neka je pp(g) = O ip(g) = Sty gde su Jp

i Jp Jacobi-jeve determinante Jp(g) = J(2% TR ) lh=e 1 JL(9) = J( 89}2)1) |n=e. Lako je pokazati
da ovakve funkcije tezine definisu desnu i levu invarijantnu meru, respektivno.

Kod kompaktnih grupa postoji Haar-ova (invarijantna) mera, takva da je dobijena integracija
invarijantna, a zapremina grupe normirana na 1: [, du(g) = u(G) = 1. Naime, zbog invarijant-
nosti pozitivne forme kod algebri kompaktnih grupa, vazi pp(g) = pr(g), tj. gornjom procedurom
se dobija obostrano invarijantna mera. Osim toga, poSto je grupa ograni¢ena mmnogostrukost u

R™, integral se moze normirati tako da je fG dp = 1.

5.2 REPREZENTACIJE LIE-JEVIH GRUPA

Teorija reprezentacija Lie-jevih grupa se zasniva na vezi grupa sa Lie-jevim algebrama, buduéi
da su za poslednje razvijeni metodi konstrukcije reprezentacija. Medutim, kako je veza jedno-
znacna samo u klasi prosto povezanih (tj. univerzalno natkrivajuéih) grupa, na prirodan nacin
se pojavljuje potreba za uklju¢ivanjem viseznacnih reprezentacija.

5.2.1 Reprezentacije grupe i njene algebre

Glatkost i grupe i reprezentacije (definicija 5.2) omoguéava da se konstrukcija reprezentacija
zasnuje na veé izlozenoj teoriji reprezentacija Lie-jevih algebri, koris¢enjem eksponencijalnog
preslikavanja algebre. Treba uociti da su reprezentacije operatorske, odnosno matricne grupe,
tako da eksponencijalno preslikavanje na nivou reprezentacija treba uvek shvatiti u smislu obi¢nog
matricnog eksponenta.

Neka je D(G) reprezentacija grupe G u vektorskom prostoru H(F) dimenzije m. Jasno je
da je D(G) podgrupa grupe nesingularnih matrica GL(m,F). Ako je g(t) jednoparametarska
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podgrupa u GG, odredena tangentnim vektorom a, zbog homomorfizma je D(g(t)) jednoparame-
. . . . dD

tarska podgrupa u grupi D(G), pa i u GL(m,F). Stoga je D(g(t)) = e?, gde je A = %L‘:O

tangentni vektor u 1,, = D(e), tj. matrica iz gl(m,F). Definisu¢i D(a) = A, tako da je

D(g() =, D(a) = IO, 5.

dobija se reprezentacija algebre D(L(G)) u potpunosti zadata reprezentacijom D(G) grupe. Pri
tome se pitanje ireducibilnosti lako resava. Ako je H' invarijantni potprostor za D(G), prelaskom
u adaptirani bazis, i diferenciranjem dobijenih matrica ove reprezentacije, dobijaju se matrice
D(L(Q)) za koje je H' o¢igledno invarijantni potprostor. Obrnuto, ako je H' invarijantni potpro-
stor za D(L(G)), bice invarijantan i za delovanje eksponenata tih matrica, tj. i za reprezentaciju
D(G). To znaci da je D(L(QG)) reducibilna, odnosno ireducibilna, ako i samo ako je takva i D(G).

Na ovaj nacin je pokazano kako svaka reprezentacija grupe daje jednu reprezentaciju algebre.
Medutim, u fizici, se ¢esto postavlja obrnut problem: eksperimentalno uoceni zakoni odrzanja,
ili neki drugi argumenti, odreduju skup opservabli i njihovih komutacionih relacija, tj. reprezen-
taciju Lie-jeve algebre neke grupe (. Za razli¢ita razmatranja je potrebno znati reprezentaciju
grupe, tj. na osnovu date reprezentacije algebre treba odrediti matrice pridruzene elementima
grupe. Ista pitanja otvara pokuSaj da se iz poznatih ireducibilnih reprezentacija algebri (npr.
poluprostih) konstruisu ireducibilne reprezentacije grupa. Razjasnjenje ovog pitanja pociva na
slede¢em zapazanju. Ako je G povezana Lie-jeva grupa, ona je homomorfni lik univerzalno nat-
krivajuée grupe G (teorem 5.4). Svaka reprezentacija D'(G) istovremeno je i reprezentacija G:

homomorfizam G na grupu D'(G) uspostavlja kompozicija D “Dor (slika 5.2). Kako je ma-
tricna grupa D'(G) ista kao D(G), (5.1) daje istu reprezentaciju algebre L(G) = L(G), nezavisno
od toga da li je shva¢ena kao algebra G ili natkrivajuce grupe. Stoga se svaka reprezentacija alge-
bre L moze pridruziti u smislu relacija (5.1) nekoj reprezentaciji univerzalno natkrivajuce grupe,

tj. postoji bijektivna veza medu reprezentacijama natkrivajuce grupe i algebre.

dif

Slika 5.2: Veza reprezentacija grupa i algebri. (a) Svaka reprezentacija D' grupe G je i
reprezentacija D = D’ o w grupe G, i diferenciranjem daje reprezentaciju algebre; u suprotnom
smeru, eksponenciranjem se dobija samo reprezentacija G. (b) Viseznacne reprezentacije.
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Da bi se omogucéilo razmatranje reprezentacija povezanih Lie-jevih grupa preko reprezenta-
cija njihovih algebri, ostaje da se ispita kada je reprezentacija D univerzalno natkrivajuce grupe
G istovremeno i reprezentacija lokalno izomorfne povezane grupe G. Neka je K = ker D, i
G=0a /N jedna od lokalno izomorfnih grupa iz klase univerzalno natkrivajuce grupe G. Neka
je dalje K = K N N. Kanoni¢nim homomorfizmom u element ¢ € G se preslikavaju elementi

G N = {g1,...,gn}- Matrice ovih elemenata u reprezentaciji D(G) su D(g;), ¢ =1,....| N |,
|V] %

i medu njima ima m = I razlicitih, jer se koseti podgrupe K reprezentuju istim matricama.
To znaci da se svakom elementu g grupe G pridruzuje m razlicitih matrica {D(g1), ..., D(Gm)}
Zato D(G) nije obicna, veé¢ viseznacna reprezentacija grupe G. Pri tome iz g = kh sledi

D(k;)D(h;) € {D(¢1),...,D(Ggm)}, tj. homomorfizam je zadovoljen samo do na klase od m
matrica koje odgovaraju elementima grupe G. Ako je D(G) verna, ona je istovremeno | N |-
znacna reprezentacija grupe G, a samo u slucaju da je K > N reprezentacija D(é) je prava
reprezentacija grupe G.

Sada je jasno da svaka reprezentacija D(L) Lie-jeve algebre L povezane grupe G odreduje
reprezentaciju D(G) = ¢P@) univerzalno natkrivajuée grupe. Ova reprezentacija je u opstem
slucaju viseznacna reprezentacija za G (kao i za ostale lokalno izomorfne grupe), a visezna¢nost
zavisi od odnosa jezgara ker D reprezentacije D(é) i ker 7 lokalnog izomorfizma 7 : G — G iz
teorema 5.4. Specijalno, za prosto povezane grupe, eksponenciranje reprezentacije algebre daje
pravu reprezentaciju grupe. Konaé¢no, ako je G nepovezana grupa, eksponenciranje reprezen-
tacija Lie-jeve algebre daje reprezentacije natkrivanja komponente jedinice, tj. grupe G.. Ove
reprezentacije su kao i do sada viSeznacne reprezentacije za GG.. Sa druge strane, kako je GG, inva-
rijantna podgrupa u G, sa diskretnom faktor grupom (teorem 5.2), za odredivanje reprezentacija

G je pogodan metod indukcije.

5.2.2 Unitarnost reprezentacija

Vazna karakteristika kvantne teorije je da se merljive veli¢ine izrazavaju preko modula skalarnih
proizvoda (matricni elementi nekih opservabli). Ovo odmah uslovljava da su simetrije sistema, tj.
transformacije ¢ijim se dejstvom sistem opservabilno ne menja, reprezentovane operatorima koji
ne menjaju moduo skalarnog proizvoda. Na taj nacin se pokazuje da grupe simetrija moraju biti
reprezentovane unitarnim (ili antiunitarnim) operatorima®. Zbog toga ¢e posebno biti razmotreno
pitanje unitarnosti reprezentacija Lie-jevih grupa. Unitarne reprezentacije su ili ireducibilne ili
razlozive na unitarne ireducibilne komponente, sto dodatno olaksava njihovu klasifikaciju. U
skladu sa razmatranjima prethodnog odeljka, gde je uspostavljena veza reprezentacija grupa i
algebri, jasno je da unitarnost reprezentacije grupe povlaci da su matrice odgovarajuce reprezen-
tacije algebre kosohermitske. Ovo je razlog da se u fizici, da bi se elementima algebre pridruzio
smisao opservabli, reprezentanti algebre mnoze imaginarnom jedinicom.

Teorem 5.5 (i) Sve ireducibilne unitarne reprezentacije Abel-ove grupe su jednodimenzionalne.

(ii) Kod kompaktne grupe je svaka reprezentacija ekvivalentna unitarnoj, postoji verna unitarna
reprezentacija, a sve ireducibilne reprezentacije su konacno-dimenzionalne.

2To je sadrzaj Wigner-ovog teorema, [136].
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(iii) Prosta, povezana, nekompaktna grupa nema, osim trivijalne, konacéno-dimenzionalne uni-
tarne reprezentacije; grupa koja je poluprosta, povezana i nekompaktna nema verne unitarne
reprezentacije konacne dimenzije.

(iv) Prosto povezana Lie-jeva grupa G ima unitarnu ireducibilnu reprezentaciju konacne dimen-
zije vece od 1 ako i samo ako poluprosta podalgebra S u razlaganju Levi-Maljceva algebre
L(G) sadrzi netrivijalan (kompaktan) ideal, koji je algebra kompaktne podgrupe u G.

mDokaz: (i) Ovo je u stvari Schur-ova lema.

(ii) Prvi deo se dokazuje na isti na¢in kao kod konaénih grupa, samo se svuda piSe invarijantni integral umesto sume. Za drugi deo
dovoljno je uociti da je u prostoru funkcija na grupi definisana verna unitarna (regularna) reprezentacija koja sadrzi sve ireducibilne.
(iii) Ako je reprezentacija verna i unitarna, onda je D(G) zatvoren podskup kompaktne grupe U(n), pa je i D(G), time i G, kom-
paktna grupa, §to je suprotno pretpostavci. U opstem sluc¢aju kernel reprezentacije moze biti diskretna podgrupa K centra. Ako je D
unitarna, onda je D(G) = G/K kompaktan skup koseta kao i K, pa je i G kompaktna (teorem 5.1). Za drugi deo je dovoljno uociti
da je reprezentacija poluproste algebre verna reprezentacija ortokomplementa kernela u odnosu na Killing-ovu formu.

(iv) Neka je D(G) unitarna reprezentacija grupe G. Unitarnost reprezentanata jednoparametarskih podgrupa znaéi da se elementi
algebre reprezentuju kosohermitskim operatorima: (z,y) = (D(e'®)z, D(e'?)y), odakle se diferenciranjem po ¢t u t = 0 nalazi
(D(a)z,y) = —(z, D(a)y). Ovakva reprezentacija definise invarijantnu formu w(a,b) = —Tr (D(a)D(b)). Kako je w(a,a) = — 3 a2,
gde su «; svojstvene vrednosti za D(a) (Cisto imaginarne), w(a, a) je pozitivno na ortokomplementu kernela reprezentacije. Stoga je
ortokomplement kernela kompaktan ideal, koji ne moze biti razresiv, jer razresiva algebra nema ireducibilne reprezentacije dimenzije
vece od 1. Prema tome u ovom idealu mora postojati poluprost ideal, na kome je D verna ireducibilna kosohermitska reprezentacija.
Ovaj ideal je algebra neke podgrupe u G koja je verno reprezentovana unitarnim operatorima, tj. kompaktna je. 1

Cinjenica da kompaktne grupe imaju vernu unitarnu reprezentaciju, pokazuje da je algebra
ovakvih grupa kompaktna. Naime, tada je D(L) verna kosohermitska reprezentacija i definise
pozitivnu invarijantnu formu w(z,y) = Tr(D(z)D(y)). To znaéi da ako je u klasi lokalno izo-
morfnih grupa bar jedna kompaktna, zajednicka Lie-jeva algebra ima to svojstvo. Iz ovoga se
ne moze zakljuciti da su i ostale grupe kompaktne. Npr. U(1) je kompaktna i lokalno izomorfna
natkrivajuc¢oj aditivnoj grupi realnih brojeva, koja je nekompaktna.

5.2.3 Direktni proizvod reprezentacija

Operacije sa reprezentacijama Lie-jevih grupa se izvode na isti nac¢in kao kod konacnih grupa.
Veza grupa i algebri daje nov pristup konstrukciji direktnih proizvoda reprezentacija grupa.
Neka su D' i D" dve reprezentacije grupe G u prostorima H i H'. Za njihov direktni proizvod
D(G) = D'(G) ® D"(G), relacija (5.1) daje (1’ i 1”7 su odgovarajudi jedini¢ni operatori)

D(a) =D'(a) @ 1" +1"® D"(a),

tj. D(L)=D'(L)®1"+1'® D"(L).

Sledi da direktnom proizvodu reprezentacija poluproste grupe GG odgovara reprezentacija al-
gebre L(G) ¢ije su tezine svi moguéi zbirovi tezina reprezentacija D’(L) i D”(L). Dijagram
tezina reprezentacije D(L) se nalazi tako sto se iz svake tezine dijagrama D', kao iz koordinatnog
pocetka, u istom prostoru nacrta dijagram tezina za D”. Takva tehnika je pogodna za odredivanje
Clebsch-Gordan-ovih serija i koeficijenata Lie-jevih grupa. Takode se vidi da je svaka ireducibilna
reprezentacija poluproste grupe ireducibilna komponenta u razlaganju direktnog proizvoda fun-
damentalnih reprezentacija. Naime, koriste¢i oznake iz §4.3.5, jasno je da za svaku ireducibilnu
reprezentaciju [py, ..., p,] vazi

Dle. oDV . ope. . @D =[p pl&..

p1 Pr
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Tako skup fundamentalnih reprezentacija odreduje sve ireducibilne reprezentacije poluproste
grupe.
Na isti nacin se izvode i reprezentacije direktnog proizvoda dve poluproste grupe, samo Sto

je po teoremu 4.7(iii) ovo sabiranje ortogonalno (algebre faktora su ortogonalni ideali).

Zadatak 5.23: Odrediti matrice reprezentacija grupa SU(2) i SO(3,R), dobijene eksponencijalnim preslikava-
njem reprezentacija algebre so(3,R) maksimalnih tezina 0, % il.

Zadatak 5.24: Klasifikovati kona¢no-dimenzionalne ireducibilne reprezentacije grupe Lorentz-a. Odrediti spin
za prvih nekoliko reprezentacija. Pokazati da grupa nema unitarne reprezentacije kona¢ne dimenzije (uputstvo:
pokazati da je so(1,3,R) prosta, na osnovu toga $to je sl(2,C) prosta, a zatim iskoristiti teorem 5.5(iii)).

5.3 GRUPE ROTACIJA, LORENTZ-A I POINCARE-A

Rotaciona, SU(3), Lorentz-ova i Poincaré-ova grupa su Lie-jeve grupe koje se najcesce javljaju u
fizickim teorijama, i stoga ¢e biti posebno razmotrene.

5.3.1 Grupa rotacija
5.3.1.1 Topoloske osobine

Grupa rotacija trodimenzionalnog euklidskog prostora je skup svih operatora koji ne menjaju ni
duzine vektora prostora (stoga ortogonalnih), ni orijentaciju bazisa (sledi da im je determinanta
1). Dakle, to je grupa SO(3,R), komponenta jedinice grupe O(3,R). Poslednja osim rotacija
sadrzi i refleksije, 1 vazi O(3,R) = SO(3,R) ® {e, P}, gde je P = —1 prostorna inverzija. Jasno
je da je u skladu sa teoremom 5.2, O(3,R)/SO(3,R) = {e, P} = Cs.

Najcesce koris¢ena parametrizacija je pomocu ose i ugla rotacija. Rotacija ¢, za ugao £ oko
orta u = (uy,us,uz), predstavljena je vektorom &u = (£1,&,&3). Koordinate ovog vektora su
kanoni¢ne koordinate prve vrste: rotacija za ugao £ = 0 je identicno preslikavanje 13 = e, dok je
R_¢yRew = €. Zato je prostor parametara, tj. grupna mnogostrukost, oblast u R?* data u sfernim
koordinatama nejednakoséu £ < 7; to je lopta poluprecnika 7.

Odavde sledi da je SO(3,R) trodimenzionalna, povezana kompaktna grupa. Rotacije za
ugao m oko ortova u i —u su ista transformacija pa suprotni krajevi istog prec¢nika ove lopte
predstavljaju isti element grupe. Zbog toga postoje dve klase homotopski neekvivalentnih petlji:

(i) obicne petlje: mogu se sazeti u tacku, pa su homotopski ekvivalentne nultoj petlji;

(ii) svaki put koji spaja suprotne krajeve istog precnika je petlja (zbog uocene identifikacije ovih
tacaka), koja se homotopski moze preslikati u taj pre¢nik, ali ne i u nultu petlju.

Tako fundamentalna grupa ima dva elementa, i mora vaziti m1(SO(3,R)) = C5. Samim tim
grupa rotacija nije univerzalno natkrivajuc¢a grupa.

5.3.1.2 Lie-jeva algebra

Po definiciji tangentnog vektora, jednoparametarska podgrupa rotacija oko orta u se moze pred-
staviti kao Ry, = e'™. Eksplicitno izracunavanje matrica rotacija oko koordinatnih osa za ugao
t, i njihovo diferenciranje, daje matrice {ry,rs, 73} (zadatak 4.9b), sa komutacionim relacijama:
(13, 7;] = > einri. Tako je jasno da je dobijena Lie-jeva algebra so(3,R), odnosno njoj izomorfna
algebra su(2), proucena u §4.3.7.
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5.3.1.3 Univerzalno natkrivajuéa grupa SU(2)

Grupa SU(2) je skup svih unitarnih matrica dimenzije 2 sa jedini¢nom determinantom. Uslovi
UU' =1 idetU = 1 omoguéuju da se proizvoljna takva matrica preko realnih parametara a, b,
¢ i d napise u obliku

oo (S8 ) e

Vidi se da je mnogostrukost grupe SU(2) jedini¢na sfera S® u R*. Sledi da je SU(2) kompaktna i
prosto povezana. Posledica ista dva uslova je da je Lie-jeva algebra ove grupe skup kosohermitskih
matrica traga 0, su(2): ako je U(t) = e™ jednoparametarska podgrupa, det U = 1 povlaci Tru = 0
(jer je det U = e nU) = Tr(tw)) '3 Ut = U~! daje uf = —u. U bazisu {t, 15,13} (zadatak 4.10b)
dobijaju se komutacione relacije [t;,t;] = > €ijxte, tj. su(2) je izomorfna algebri so(3,R), pa su
i grupe lokalno izomorfne. Prema tome, kao prosto povezana, SU(2) je univerzalno natkrivajuéa
grupa za SO(3,R). Centar grupe SU(2) je Z(SU(2)) = {15, —1,} (zadatak 5.12). Stoga je jasno
da je SO(3,R) = SU(2)/{1s, —12}, kao i da ove dve grupe (do na pravi izomorfizam) ¢ine celu
klasu lokalnog izomorfizma.

5.3.1.4 Reprezentacije grupa SU(2) i SO(3)

Grupe SO(3,R) i SU(2) su kompaktne, te su im ireducibilne reprezentacije ekvivalentne unitarnim
i kona¢no-dimenzionalne. Dobijaju se eksponenciranjem reprezentacija algebre sl(2, C) = su(2)c,
koje su ve¢ nadene (§4.3.7). Karakterisu se maksimalnim tezinama S = 0, 5.... Ostale tezine su
S, S —1,..,—95, i nedegenerisane su, te je dimenzija reprezentacije sa maksimalnom tezinom S
jednaka 2S5 + 1. Reprezentacija algebre sl(2, C) sadrzi podskup matrica koje reprezentuju njene
realne forme, te treba naéi ovaj skup za so(3,R). Ocigledno je bazis realne forme {r; = ﬁ(EJr +

E ),ry= %(E_ — Ey),r3 = —iH,}, i lako se proverava da ¢e u svim reprezentacijama so(3, R)
biti reprezentovana kosohermitskim operatorima, tj. da su reprezentacije SO(3,R) unitarne.
Operatori jednoparametarske podgrupe e u reprezentaciji maksimalne tezine S su dijago-

nalni, D) (e'™) = diag(e!™, !5Vt e715) te je karakter

i (2541
ey = TS
Sin )

Ta jednoparametarska podgrupa odgovara rotacijama za ugao t oko ose ez3. Karakter medutim
zavisi samo od ugla ¢, a ne i od pravca ose, tako da sve rotacije za isti ugao moraju imati
isti karakter (one ¢ine klasu konjugacije u SO(3,R)). Iz oblika matrice se odmah vidi da su
reprezentacije grupe SU(2) za S celobrojno prave reprezentacije grupe SO(3,R) (jer je tada
DY) (R(27es)) = D) (e*™3) = 1), dok su za polucelo S to dvoznacne reprezentacije (jedinicni
element grupe, koji je isto $to i rotacija za 27w oko neke ose, predstavlja se matricama 1 i —1).
Clebsch-Gordan-ove serije za ireducibilne reprezentacije grupe SU(2) se odreduju bilo preko
algebre, bilo direktno na osnovu karaktera. Kako je ve¢ objasnjeno, dijagram tezina kod direkt-
nog proizvoda reprezentacija grupa se nalazi tako Sto se dijagrami reprezentacija algebri sabi-
raju. Za sl(2,C) je dijagram tezina jednodimenzionalan. Ako se na svaku tezinu na dijagramu
ireducibilne reprezentacije D'(L) (maksimalna tezina S’) dodaju svi vektori sa dijagrama iredu-
cibilne reprezentacije D" (L) (maksimalna tezina S”), maksimalna tezina pri sabiranju je S'+.5”.
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To znaci da u proizvodu reprezentacija D' i D” postoji ireducibilna reprezentacija maksimalne
tezine S = S' + S”. Medu tezinama proizvoda se onda moraju javiti sve tezine koje pripadaju
ovoj reprezentaciji: S, 5 — 1,...,—S. Od preostalih tezina na dijagramu proizvoda najveca je
S =5"+4+5"—1. Oduzimanjem njenih tezina, i ponavljanjem procedure dok se ne prebroje sve
tezine, nalazi se da se sve reprezentacije maksimalne tezine S =| S — 5" |,..., 5" + 5" javljaju
u proizvodu taéno jedanput. Time su odredene sve Clebsch-Gordan-ove serije grupe SO(3,R),
odnosno njene univerzalno natkrivajuce grupe SU(2):
DY) & D) = @gijsfs/\D(Su)'

Ova relacija, zbog identifikacije generatora rotacione grupe sa angularnim momentima, pokazuje
nacin slaganja angularnih momenata u kompozitnim kvantnim sistemima.

5.3.2 Grupa SU(3)

Standardna teorija reprezentacija ove grupe je ranije proucena, a specificna tehnika rada sa re-
prezentacijama svih grupa SU(n) je razradena u dodatku A. Zato ovaj odeljak samo rezimira
osnovna topoloska svojstva grupe SU(3). To je osmoparametarska grupa unitarnih trodimen-
zionalnih matrica sa jedinicnom determinantom. Kompaktna je, povezana i prosto povezana
(zadatak 5.10); centar joj je Z(SU(3)) = {eF'% | k = 0,1,2} = Cs. Tako klasa lokalno izomorf-
nih grupa kojoj SU(3) pripada kao univerzalno natkrivajuéa, sadrzi jos samo grupu SU(3)/Cs.

5.3.3 Lorentz-ova grupa
5.3.3.1 Topoloske osobine

Prosirenu grupu Lorentz-a, O(1, 3, R), ¢ine sve ortogonalne transformacije prostora Minkowskog,
tj. sve transformacije koje ne menjaju interval

s(z, y)z = (wo — yo)2 — (21 — ?11)2 — (2 — 92)2 — (23 — y3)2 (5.2)

medu proizvoljnim tackama x i y. Preciznije, to je skup svih matrica A za koje je ATMA = M,
gde je M = diag(1,—1,—1,—1).

Ova grupa ima cetiri komponente povezanosti: L, T'L, PL i PTL, gde je komponenta jedinice
L podgrupa matrica sa determinantom 1 i pozitivnim elementom agy, 7' = —M (vremenska inver-
zija), P = M (prostorna inverzija) i PT = —1 (totalna inverzija). Pritome je O(1,3,R)/L = D,.
Grupa L se naziva Lorentz-ova grupa®. Grupa je nekompaktna i prosta (zadatak 5.6), te nema
kona¢no-dimenzionalne ireducibilne unitarne verne reprezentacije. Grupa SO(1,3,R) je nepove-
zana unija L 1 PTL.

Skup svih matrica oblika diag(1, A), gde je A iz SO(3,R) opisuje sve rotacije, te je SO(3,R)
podgrupa Lorentz-ove grupe. Neka je N neka dvodimenzionalna ravan u prostoru Minkowskog
koja sadrzi ort eg. Lorentz-ove transformacije koje ovu ravan ostavljaju invarijantnom, a u or-
tokomplementu (u odnosu na standardni skalarni proizvod) deluju kao jedini¢ni operator, ¢ine

3Ponekad se pod ovim terminom podrazumeva O(1, 3, R), u kom slu¢aju se za L koristi naziv prava Lorentz-ova
grupa.
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jednoparametarsku podgrupu boost-ova. U bazisu {eg, n,u,v} adaptiranom na ovu dekompozi-
ciju, matrica proizvoljnog elementa ove podgrupe ima oblik

chd shf 0 0 r gr oo
poy= B0 RO VO O LD O e (coo00). D= chd,f = b,
0 0 01 0 0 01

Zadatak 5.25: Dokazati da se svaka Lorentz-ova transformacija A moze jednozna¢no napisati u obliku A = BR,

gde je B boost, a R rotacija.
Zadatak 5.26: Odrediti matricu boost-a u praveu n = (ng, ny,n;) za brzinu —3 (tj. matricu prelaska iz sistema

Cestice koja se kre¢e brzinom [(ng,ny,n.) u "nepokretni” sistem), a zatim razmotriti slucaj kada 5 — 0.

5.3.3.2 Lie-jeva algebra

Kako je komponenta jedinice grupa O(1,3,R) i SO(1,3,R) upravo L, sve imaju istu Lie-jevu
algebru, so(1,3,R). Ona je izomorfna Lie-jevoj algebri sl(2, C)g (zadatak 4.21c), grupe SL(2, C),
pa su ove grupe lokalno izomorfne. SL(2,C) je prosto povezana grupa i univerzalno je natkri-
vajuéa za L. U stvari, centar grupe SL(2,C) je grupa Cy = {15, —15}, a homomorfizam sa
SL(2,C) na L ima upravo ovaj kernel (zadatak 5.14). Prema tome SL(2,C) dvostruko natkriva
L, i zbog toga je m (L) = Cy (naime SL(2, C) sadrzi podgrupu SU(2), koja natkriva podgrupu
SO(3,R) iz L). Posto je algebra sl(2,C) prosta, takva je i sl(2,C)g, odakle sledi da su i grupe
SL(2,C) i L proste.

5.3.3.3 Konacno-dimenzionalne reprezentacije Lorentz-ove grupe

Posto je sl(2,C)gr algebra Lorentz-ove grupe, kona¢no-dimenzionalne reprezentacije se nalaze
eksponenciranjem reprezentacija kompleksifikovane algebre sl(2, C)gc. Jedan bazis u sl(2,C)
je {t1,t2,t3}, sa poznatim komutacionim relacijama [t;,t;] = > e&iutr (sl(2,C) je izomorfna
sa s0(3,C)). U bazisu dekompleksifikacije {t1,t] = ity,...,t3,t5 = it3} algebre sl(2,C)g vazi
i tj] = > eyt = —[t, )], [ti, ;] = D eijut),. Kompleksnim kombinacijama ovog bazisa, koje
su dozvoljene u algebri sl(2, C)rc, dobija se bazis {u; = L(¢; +it}),v; = 3(t; —it}) | i = 1,2,3}
takav da je [u;, uj] = D eijnun, [vi,v5] =D €invk, [wi, v;] = 0. Ovo znaci da je sl(2, C)gr¢ direktni
zbir dve sl(2,C) algebre (zadatak 4.21). Njen rang je stoga 2, a prosti koreni su medusobno
ortogonalni.

Maksimalne tezine su kolone (M, M")T | gde su M i M’ maksimalne teZine za sl(2, C). Funda-
mentalne reprezentacije su (M = 3, M’ = 0)" i (M =0, M’ = %)T, i medusobno su konjugovane
(spinorska i antispinorska reprezentacija). Reprezentacija (M, M') je direktni proizvod repre-
zentacija maksimalne tezine M, za podalgebru generisanu elementima wu;, i M’, za podalgebru
nad v;; dimenzija joj je (2M + 1)(2M’ + 1). Na ovaj nacin su dobijene kona¢no-dimenzionalne
reprezentacije za sl(2, C)rc, pa time i za sl(2, C)g. Treba zapaziti da sl(2, C)g nije direktni zbir
so(3,R) @ so(3,R), jer je bazis {u;,v; | i = 1,2,3} formiran kompleksnim kombinacijama eleme-
nata iz sl(2, C)g. Stoga dobijene reprezentacije L i SL(2, C) nisu unitarne, $to se moralo oc¢ekivati
jer grupe nisu kompaktne (podalgebra generisana sa t; odgovara rotacijama i one su unitarno
reprezentovane). Jasno, dobijene reprezentacije su dvoznacne za L ako je M + M’ polucelo. 1z
t3 = usz+v3 (Cartan-ovi vektori za so(3, R) i dve algebre sl(2, C)), sledi da reprezentacija (M, M")
grupe SL(2,C) subdukuje na SU(2) sve reprezentacije maksimalne tezine S (spin) u intervalu
| M —M'|<S<M+M.
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5.3.4 Poincaré-ova grupa
5.3.4.1 Topoloske osobine

Prosirena Poincaré-ova grupa, II', je skup svih transformacija prostora Minkowskog koje osta-
vljaju neizmenjen interval (5.2). Takve su ortogonalne transformacije Lorentz-ove grupe, ali i
¢etvorodimenzionalne translacije. Element grupe II' je par (Ala), gde je A element O(1,3,R), a
a vektor za koji se vrsi translacija. Njegovo dejstvo na proizvoljni vektor x prostora Minkowskog
je:
(Ala)r = Az + a.
-1 _

Odavde se nalazi proizvod dva elementa (A|a)(A'|a") = (AA’|Ad’+a), na osnovu Cega je (Ala) ™! =
(A7 — A7 ta) i e = (1]0). Skupovi O(1,3,R) = {(A]0) | A€ L} i T* = {(1]a) | a € R*} su
podgrupe ortogonalnih transformacija i ¢etvorodimenzionalnih translacija, i pri tome je: II' =
T4 A O(1, 3, R).

Posto je T* prosto povezana, nekompaktna Abel-ova grupa, a O(1, 3, R) nepovezana, nekom-
paktna grupa, II' je nepovezana, nekompaktna grupa, koja nije poluprosta. Njena komponenta
jedinice IT = T* A L, (prava) Poincaré-ova grupa, je Cs-povezana, nekompaktna grupa, koja
zbog Abel-ove invarijantne podgrupe 7% takode nije poluprosta. Ostale komponente povezanosti
se nalaze kao i kod prosirene Lorentz-ove grupe, preko vremenske, prostorne i totalne inverzije.
IT je dimenzije 10 (4 parametra translacije i 6 iz L), i njena univerzalno natkrivajuéa grupa je
IT = 7% ASL(2,C). Lie-jeva algebra grupe II je 7 = t* A so(1,3,R), i posto je so(1,3,R) prosta,
a t* Abel-ova, ovo je forma Levi-Maljceva (teorem 4.2).

Zadatak 5.27: U prostoru kompleksnih funkcija na R* za koordinatnu reprezentaciju (zadatak 3.44) Poincaré-ove
grupe, D(Ala) f(x) def f((Ala)~1x), odrediti operatore koji reprezentuju generatore bazisnih translacija, rotacija
i boost-ova.

5.3.4.2 Klasifikacija unitarnih ireducibilnih reprezentacija

Grupa II nije kompaktna, a SO(1,3,R) je nekompaktna i prosta, te faktor S = so(1,3,R) u
razlaganju Levi-Maljceva ne sadrzi kompaktne ideale. Po teoremu 5.5. sve netrivijalne unitarne
ireducibilne reprezentacije Poincaré-ove grupe su beskonac¢no-dimenzionalne. Okolnost da je II
semidirektni proizvod Abel-ove i poluproste grupe, omogucuje da se ostvari trazena klasifikacija
reprezentacija metodom indukcije.

Prvo je potrebno naéi ireducibilne reprezentacije grupe T%. Ona je direktni proizvod T, &
T!®T)®T; grupa translacija duz osa prostora Minkowskog. Unitarne ireducibilne reprezentacije
Abel-ovih faktora T} su jednodimenzionalne: d®)(b;) = e?* (sa b; je obelezena jednodimenzi-
onalna translacija x +— x + b;), gde je p; proizvoljan realan broj. Reprezentacije T su stoga

direktni proizvodi ovakvih reprezentacija i karakterisu se 4-dimenzionalnim vektorom p:
AP (A|b) = (pb = p" Mb = poby — p1by — pabs — psbs).

Ovim su obuhvacene sve reprezentacije direktnog proizvoda, a razlog za izbor ovakvog zapisa ¢e
ubrzo postati jasan. Ocigledno, skup unitarnih ireducibilnih reprezentacija grupe T je R*.

Orbite s-konjugacije (elementima (A|a) grupe II) u dobijenom skupu reprezentacija podgrupe
T* odreduju se na osnovu lako proverljive relacije:

AP} (1) = AP(L|ATIb) = AU (1]p). (5.3)
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Odavde sledi da se u istoj orbiti nalaze sve reprezentacije koje se mogu dobiti iz vektora p delova-
njem cele grupe L. Elementi L ne menjaju interval, pa su orbite povezani skupovi reprezentacija
sa istim p* = pT Mp = p3 — p? — p3 — p3. Stoga realni broj m, takav da je m* = p* potpuno
karakteriSe orbitu, i u zavisnosti od njegove vrednosti dobijaju se orbite sa slike 5.3. Za fiziku
su od znacaja samo orbite A (m > 0,py > 0) 1 C (m = 0,pg > 0), koje daju reprezentacije za
masene i bezmasene Cestice pozitivne energije. Stoga ¢e samo one biti razmatrane.

NN AN
AN

A B C D E

m?>0 m*>0 mi=0 m?’=0 ,2=0 m*<0
p0>0 p0<0 p0>0 p0<0 poZO

Slika 5.3: Orbite reprezentacija grupe 7% pri dejstvu Poincaré-ove grupe. Dat je pre-
sek u ravni pops, pri ¢emu je osa p, usmerena navise, a ps nadesno. Cele orbite se dobijaju
delovanjem prostornih rotacija na ove preseke, tj. ortogonalnim transformacijama koje osta-
vljaju po-osu invarijantnom. Kod fizicki znacajnih orbita A i C, pokazani su predstavnici orbita
m = (m,0,0,0)" ic=(1,0,0,1)T.

Slede¢i korak u indukciji je odredivanje malih grupa za A i C. Jedan predstavnik orbite A za
dato m je m = (m,0,0,0)T. Ovaj vektor je invarijantan pod delovanjem svih rotacija iz L. Zato
je mala grupa ove reprezentacije T4 ASO(3, R), sa univerzalno natkrivaju¢om grupom T4 ASU(2).
Predstavnik orbite C je ¢ = (1,0,0,1)T; mala grupa ove reprezentacije je grupa T* A E(2,R)
(E(2,R) je Euklidova grupa translacija i rotacija u ravni). Da je F(2,R) podgrupa u L koja
ostavlja c invarijantnim, najjednostavnije se vidi razmatranjem odgovarajuce Lie-jeve algebre
(faktor T sledi iz opste teorije indukcije). Bazis algebre Lorentz-ove grupe su generatori rotacija
i boost-ova {r;,b; | i = 1,2,3} (zadatak 4.9¢), i svi elementi algebre su linearne kombinacije ovih
matrica. Pri tome samo podalgebra obrazovana matricama r3, g1 = r1 + by i ¢ = ro — by anulira
vektor ¢, sto znaci da ¢e eksponenti ovih matrica ostaviti vektor ¢ nepromenjenim i obrazovati
malu grupu. Komutacione relacije ove algebre su [r3, ¢1] = ¢q, [r3, 9] = —q1, [¢1,¢2] = 0. Lako
se vidi da je to Lie-jeva algebra grupe E(2,R) (zadatak 5.21).

Preostalo je nalazenje ireducibilnih reprezentacija malih grupa. Kao sto je pokazano u teoriji
indukcije, potrebno je odrediti ireducibilne reprezentacije grupa SU(2) i F(2,R). Za grupu
SU(2) problem je veé ranije resen, i nadene su reprezentacije maksimalne tezine S = 0, %, 1,...
Reprezentacije E(2,R), odnosno njene dvostruko natkrivajuée grupe T2 A SO’(2,R) mogu se
dobiti ponovo indukcijom?. U punoj analogiji sa onim §to je receno za celu Poincaré-ovu grupu,
skup reprezentacija grupe T2 je R?, a orbite su kruznice sa centrom u koordinatnom pocetku. Za

4Univerzalno natkrivajuéa grupa za SO(2, R) je R! (zadatak 5.8); kako je SO(2, R) topoloski kruznica S*, njena
fundamentalna grupa je aditivna grupa celih brojeva. No, posto se sve vreme gleda univerzalno natkrivajuca grupa
za SO(3,R), koja je dvostruko natkriva, i sada se mora traziti dvostruko natkrivanje, tj. podgrupa u SU(2) koja
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fiziku je od interesa samo nulta orbita — koordinatni pocetak (ostale orbite bi dovele do pojave
beskonacénog spina). Mala grupa ove orbite je cela grupa T? A SO'(2,R). To je Abel-ova grupa
¢ije se reprezentacije lako nalaze: D)(t) = e, S =0, :I:%7 +1, ..

Konaé¢no, mogu se klasifikovati sve unitarne ireducibilne reprezentacije Poincaré-ove grupe.
Karakterisu se parom (m, S). Nenegativni broj m prebrojava orbite i za orbite A je m > 0, a za
orbitu C je m = 0. Celi ili poluceli broj S je za m = 0 jedina tezina podgrupe SO'(2,R), dok je
za m > 0 nenegativan, i predstavlja maksimalnu tezinu podgrupe SU(2), pa su u reprezentaciji
i sve tezine S, ..., —S.

Prostorna inverzija je ¢esta simetrija fizickih sistema, te je potrebno razmotriti reprezentacije
grupe II + PII. Za konstrukciju ireducibilnih reprezentacija ove grupe primenjuje se metod
indukcije sa podgrupe indeksa dva na upravo klasifikovane reprezentacije Poincaré-ove grupe.
Predstavnik orbite A se pri prostornoj inverziji preslikava sam u sebe, i svaka reprezentacija
(m > 0,95) je samo-P-konjugovana. Zato indukcija daje dve reprezentacije, parnu (m,S,+) i
neparnu (m, S, —) grupe I + PII. U slu¢aju m = 0 je Pc = (1,0,0,—1). Odavde sledi da se
operator koji odgovara rotaciji za ugao ¢ oko ose z, P-konjugacijom preslikava u rotaciju za isti
ugao oko ose —z, odnosno u rotaciju za ugao —¢ oko ose z. Drugim re¢ima, orbite P-konjugacije
su parovi £S5, osim za S = 0, kada je reprezentacija samokonjugovana. Konac¢ni zakljucak je da
grupa II + PII ima reprezentacije

1 1
{(m,8,£) |m>05=02.1.}, (m=0,5=0,%), {(m=0,5]5=71.}.

Kod prvo navedenih reprezentacija projekcije spina uzimaju sve vrednosti S, S —1,...,—S, a u
slucaju m = 0 samo S'i —S.

5.3.4.3 Fizicke posledice

Postulat relativnosti je da je I grupa simetrije svih fizickih sistema. Kako kvantna teorija stanja
fizickih sistema opisuje vektorima prostora stanja, invarijantnost opservabilnih fenomena pod
transformacijama Poincaré-ove grupe znac¢i da u prostoru stanja deluje neka unitarna reprezen-
tacija grupe II. Kada bi Poincaré-ova grupa potpuno opisivala simetrije sistema, tj. kada ne
bi postojale nikakve druge simetrije, klasifikacija njenih ireducibilnih unitarnih reprezentacija
bi bila klasifikacija razli¢itih osnovnih fizickih sistema, eclementarnih cestica. Dopunska fizicka
razmatranja pokazuju da je totalna Lie-jeva grupa simetrije svakog fizickog sistema direktni pro-
izvod grupe II i neke konacno-dimenzionalne kompaktne grupe (Colleman-Mandula-in teorem):
G =11 ® C. Poslednja se naziva grupa unutrasnjih simelrijo i u razliéitim fizickim teorijama se
koriste U(1),SU(2), U(1) ® SU(2),SU(3), kao i neke druge.

Teorem Colleman-Mandula-e [('3] pokazuje da su ireducibilne reprezentacije grupe G direktni
proizvodi ireducibilnih reprezentacija I1 i C, tj. da su karakterisane parom (m,S) i dodatnom
oznakom p reprezentacije grupe C. m se identifikuje sa masom, a indeks S sa spinom, odnosno
helicitetom zam = 0. Naime, izbor predstavnika orbita A odgovara referentnom sistemu vezanom
za Cesticu, tj. sistemu u kome cestica miruje. U tom slucaju je ukupni angularni moment jednak
spinu, a m? = p? odgovara kvadratu mase mirovanja cestice (pomnozenoj kvadratom brzine

t

t

z n: o . L
? t2) , koji je dvostruko - ne i univerzalno - natkrivanje
2

. . . . ¢
natkriva rotacije oko z ose. To je skup matrica (s’ cos
2

SO(2,R).
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svetlosti). Sli¢no, za orbitu C vazi da je r3 projekcija angularnog momenta na pravac kretanja
cestice, i ova veli¢ina se naziva helicitel. Tako su masa i spin, kao posledica postulata relativnosti,
tj. simetrije prostor-vremena, karakteristike elementarnih cestica: one kod kojih je S celobrojno
nazivaju se bozon, a one kod kojih to nije slucaj fermion. Zbog nekompaktnosti II, fizicki
relevantne unitarne ireducibilne reprezentacije G su beskona¢no-dimenzionalne, te elementarne
¢estice mogu biti opisane samo u beskonacno-dimenzionalnim prostorima stanja.

Sa druge strane kompaktnost C' dozvoljava kona¢no-dimenzionalne ireducibilne reprezentacije
DW(C) ove grupe, tako da se za isto (m, S, u) nalazi standardni bazis | pi) (i = 1,...,n,) u
prostoru reprezentacije D) (C). Svaki ovakav vektor se pridruzuje jednoj cestici, ¢ime (m, S, ut)
odreduje tzv. multiplet elementarnih Cestica. Na primer, reprezentacije grupe II protona i ne-
utrona su (my, 3) i (my, 3); slicnost njihovih masa dozvoljava da se shvate kao multiplet grupe

Il ® C, gde je C = SU(2) grupa unutrasnje simetrije izospina. Pri tome je p = & (maksimalna

2
tezina dvodimenzionalne reprezentacije), i multiplet se moze oznaditi sa (m = my, = my,, 5, 3).

Standardni bazis reprezentacije D(2)(SU(2)) je zadat tezinama +1; obiéno se proton pridruzuje
pozitivnoj, a neutron negativnoj tezini.

Jasno je da sve cestice istog multipleta imaju isti spin. U tom smislu teorem Colleman-
Mandula-e postaje teorem zabrane (”no-go”-teorem), pokazujuéi da fizicke teorije u kojima je
simetrija opisana iskljuc¢ivo Lie-jevim grupama, ne mogu ¢estice razlicitog spina objediniti u isti
multiplet. To je dovelo do preispitivanja polaznih ideja u samoj koncepciji primene simetrije u
fizici [('1]. Dublja analiza ogranic¢enja koja namece struktura mnogostrukosti na grupu, pokazuje
da za neka od njih nema fizickih razloga. Samim tim moze se u definiciji Lie-jeve grupe mno-
gostrukost zameniti nesto drugacijom strukturom, i tako otkloniti matematicki uzrok pomenute
zabrane (fizicki nije ni postojao). U fizici elementarnih Cestica se to ¢ini tako da algebarska
struktura grupe ostane nepromenjena, dok se topoloska menja time $to se neke od koordinata
grupne mnogostrukosti opisuju Grassmann-ovim brojevima (medusobno antikomutiraju, a ko-
mutiraju sa obi¢nim realnim brojevima). Na taj nacin se, zadrzavajuéi pogodnosti rada sa
Lie-jevim grupama, te i fizicki potvrdene rezultate takve koncepcije, dolazi do pojma supergrupe
i supersimetrije.



Dodatak A

IREDUCIBILNE REPREZENTACIJE
GRUPA SU(n)

U ovom dodatku ¢e biti razraden jedan metod za konstrukciju ireducibilnih reprezentacija grupa
SU(n). Metod bazira na vezi reprezentacija permutacione grupe sa ireducibilnim komponen-
tama direktnog stepena neke fundamentalne reprezentacije grupe SU(n). Sa malim izmenama
primenljiv je na sve grupe ¢ije su algebre date Dynkin-ovim dijagramima [C'8].

A.1 Reprezentacije grupa S,

Metod klasifikacije ireducibilnih reprezentacija permutacionih grupa, skiciran u ovom odeljku,
moze se koristiti i za druge informacije o ovim reprezentacijama; npr. moguce je odrediti matricne
elemente ili Clebsch-Gordan-ove serije [B3].

Poznato je da u grupi S, jednu klasu konjugacije ¢ine sve permutacije sa istom ciklicnom
strukturom. Pri tome svaka particija (my, ..., my) broja m na prirodne brojeve m; > mg > ... >
my, takve da je my + ... + my = m, definiSe ciklicnu strukturu

(M, ...,mi) = (<= mq =) (& mg —)...(+ my —).

Drugim recima, svaka particija obostrano jednoznacno odreduje jednu klasu konjugacije grupe
Sm. Young-ova sema particije (myq, ..., my) je Sema sa k vrsta, pri ¢emu se i-ta vrsta sastoji iz
m; kvadrata:

mi
A
N

~

Ocigledna je obostrano jednoznacna veza Young-ovih Sema sa m kvadrata i particija broja m,
odnosno klasa konjugacije grupe S,,,. Poznata ¢injenica da je broj klasa konjugacije konacne grupe
jednak broju njenih ireducibilnih reprezentacija, sugeriSe mogucénost klasifikacije ireducibilnih
reprezentacija grupe S, pomoc¢u Young-ovih Sema.

119
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Neka je H vektorski prostor dimenzije d, sa bazisom {|i) | i = 1,...,d}. U prostoru H™ =
H® - ®H, dejstvom na vektore nekorelisanog bazisa (zadatak 3.46)
—_—

{1, yim) =]11) @+ @ |igm) | i1, yim = 1,...,d}, (A1)
definise se operator A(7) pridruzen permutaciji 7 iz S,,:

A(ﬂ') |i1, v ,im> :|i7r—11, “en ,Z'ﬂ.—lm>.

Lako se proverava da je skup A(S,,) svih takvih operatora reprezentacija grupe .S,,.
Reprezentacija A(7) nije u opstem sluc¢aju ireducibilna i, da bi se razlozila, potrebno je odre-

diti razlicite invarijantne potprostore. Kao i uvek, lineal nad skupom koji se dobija delovanjem

svih operatora reprezentacije na proizvoljni vektor (orbita) je jedan invarijantni potprostor. Neka

je v =|1,...,m); odgovarajudi invarijantni potprostor M obrazovan je vektorima |iy,...,7y),
gde su brojevi ¢, medusobno razliciti i uzimaju vrednosti od 1 do m.
Young-ova Sema particije (my, ..., my), moze se popuniti brojevima 1, ..., m na slededi nacin:
203k [
Ll !I\m1+mz>

LTl

Koristeci ovako popunjenu Semu mogu se konstruisati operatori koji daju invarijantne potprostore
reprezentacije A(S,,). Neka je o; proizvoljna permutacija koja permutuje samo brojeve iz i-te
vrste (ostale ostavlja invarijantnim) i o = oy - - - 03. Simetrizator Seme je operator S =Y _A(0)
(sumiranje se vrsi po svim opisanim permutacijama). Sli¢no, neka je «; proizvoljna permuta-
cija koja permutuje samo brojeve iz i-te kolone (ostale ostavlja invarijantnim) i o = oy - - - ay.
Antisimetrizator seme je operator A = > (=1)*A(«a) ((—1)* oznacava parnost permutacije
a). Ocigledno je da su operatori S i A potpuno odredeni Young-ovom Semom, kao i operator
AS. Pokazuje se da ovaj operator ima samo jednu nenultu svojstvenu vrednost. Presek odgo-
varajuceg svojstvenog potprostora i M je ireducibilni invarijantni potprostor grupe S,,. Prema
tome, svaka Young-ova Sema jednozna¢no odreduje jednu ireducibilnu reprezentaciju grupe S,,.
Razlicite Seme daju neekvivalentne reprezentacije. U slucaju da Sema ima jednu vrstu, vazi
A =1, i odgovarajuca reprezentacija se naziva simetri¢na. Analogno, kada je Sema jedna kolona,
tada je S = 1 i dobija se antisimetri¢na reprezentacija.

A.2 Razlaganje direktnog stepena reprezentacije

Neka je D(G) reprezentacija grupe G' u d-dimenzionalnom prostoru H, a D;;(g) njeni matriéni

elementi u bazisu {| i) | ¢ = 1,...,d}. U prostoru H™ deluje m-ti direktni stepen ove repre-
zentacije (§ 3.3.3), tj. reprezentacija D™(g), Ciji operatori u nekorelisanom bazisu (A.1) imaju
matricne elemente D , . . (9) = Dy, (9) - Di,j,(g). U istom prostoru je, na nacin opi-

san u prethodnom odeljku, definisana reprezentacija A(S,,) grupe S,,. Ranije razmotrenu vezu
jednodimenzionalnih ireducibilnih reprezentacija permutacione grupe i stepena reprezentacije
proizvoljne grupe uopstava
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Teorem A.1 Nekaje A(S,) = > 1_, FAAN(S,,) razlaganje A(S,,) na ireducibilne komponente,
P MAD [ AN=1,. gt =1,..., fN 1 =1,...,dy\} standardni bazis (§ 3.5.5) ovog razlaganja.
Potprostori 7—[,@ = span ({| MAl) | tA = 1,..., f*}) su invarijantni potprostori reprezentacije
D™(@Q), i za isto A i razlicito | definisu medusobno ekvivalentne redukovane reprezentacije grupe

G.

mDokaz: Pokazano je (zadatak 3.72) da operatori D™ (g) komutiraju sa operatorima koji reprezentuju permutacije. Stoga, opera-

— A

tori D™ (g) komutiraju i sa svim operatorima Pl(k)‘)(A) =12 Al(;\)(ﬂ')A(W). Posebno, operator Pl(l)\) je projektor na potprostor

’Hl(’\), koji je zato invarijantan za sve operatore reprezentacije D™ (G) (svojstveni potprostori operatora su invarijantni za sve opera-
tore koji komutiraju sa njim). Ekvivalentnost redukovanih reprezentacija za razli¢ito I, se lako proverava uporedivanjem karaktera

reprezentacija PZ(ZA)D’”(G) i Pl(i‘)Dm(G). 1

To znaci da su redukovane reprezentacije u prostorima ’Hl(’\) jednoznacno odredene indek-
som \ ireducibilne reprezentacije grupe S,,, pa ¢e biti oznaéene sa DM (G). U opstem slucaju
ovo nije ireducibilna reprezentacija grupe G (indeks A ne prebrojava ireducibilne reprezentacije
grupe G, veé grupe S,,). Delovanje ovih operatora na standardni bazis je: D™ (g) | At\l) =
>, DL (9) [Asal).

Prema tome, reprezentacija D™ (G) se razlaze na reprezentacije koje odgovaraju razlicitim
Young-ovim Semama. Jasno je da se u ovom razlaganju ne javljaju reprezentacije sa vise od
d vrsta u odgovarajuc¢oj Semi, jer se antisimetrizacijom linearno zavisnih vektora dobija nulti
vektor, tj. odgovaraju¢i antisimetrizator 0. Takode je jasno da se u razlaganju uvek nalazi i
potpuno simetri¢na reprezentacija (npr. lineal nad vektorom |1) ® --- ® |1)).

A.3 Veza reprezentacija grupa SU(n) i S,

Grupe SU(n) su prosto povezane, kompaktne, proste grupe, tako da su im sve ireducibilne re-
prezentacije kona¢no-dimenzionalne i ekvivalentne unitarnim, a ima ih prebrojivo mnogo. Stoga
se mogu na¢i metodom opisanim u odeljku 4.3.5. Algebra su(n) je realna forma algebre sl(n, C),
i pri tome je sama jedna od svojih n — 1 fundamentalnih reprezentacija. Ispostavlja se da se
pri redukciji zbira vise tezinskih dijagrama ove reprezentacije pojavljuju sve fundamentalne re-
prezentacije, Sto znaci da se razlaganjem direktnih stepena identi¢ne reprezentacije grupe SU(n)
dobijaju sve ireducibilne reprezentacije ove grupe.

U prethodnim odeljcima je pokazano da je redukcija stepena D™ (G) svake reprezentacije
grupe GG povezana sa redukcijom reprezentacije A(S,,). Ovaj metod je posebno pogodan za
identi¢nu reprezentaciju grupa SU(n), jer se pokazuje da je svaka redukovana reprezentacija
DW(SU(n)) ireducibilna za svako A i svako m.

To znaci da se svaka ireducibilna reprezentacija grupe SU(n) javlja pri redukeiji reprezenta-
cije SU(n)™ (direktni stepen identi¢ne reprezentacije matricne grupe SU(n)) za neko m, te joj se
jednoznacno pridruzuje Young-ova Sema sa m kvadrata, koja odgovara nekoj ireducibilnoj repre-
zentaciji grupe S,,. Posto SU(n) deluje u n-dimenzionalnom prostoru, sve pridruzene Young-ove
Seme imaju najvise n-vrsta (odgovarajudi antisimetrizator je 0 za k > n), bez obzira sto ukupan
broj kvadrata nije ogranicen. Ocigledno, samoj identi¢noj reprezentaciji SU(n) = SU(n)! odgo-
vara Sema sa jednim kvadratom. Osim toga, Sema sa jednom kolonom od n kvadrata odgovara
potpunoj antisimetrizaciji, te je u H™ taj potprostor jednodimenzionalan, i odgovara jedini¢noj
reprezentaciji grupe SU(n).
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A.4 Tezine ireducibilnih reprezentacija grupa SU(n)

U prethodnom odeljku je pokazano da je potprostor koji odgovara odredenoj Young-ovoj Semi
dobijen simetrizacijom po vrstama i antisimetrizacijom po kolonama Seme. S druge strane, rec¢
je o potprostoru direktnog proizvoda prostora C™ u kome deluje sama grupa SU(n).

Neka su tezine identi¢ne reprezentacije {p1,. .., tn }. Odgovarajuéi vektori tezina {|u;) =|i) |
i = 1,...n} mogu se uzeti za bazis koriséen za definiciju reprezentacije A(S,,). To znac¢i da
Young-ova Sema odgovara simetrizaciji i antisimetrizaciji vektora tezina. Tezine su aditivne,
te se lako odreduju, kao Sto je objasnjeno u odeljku § 4.3.3. Popunjavanjem Young-ove Sema
dozvoljenim indeksima tezina se tako nalaze sve tezine date reprezentacije. Pri tome se isti ne
moze ponoviti u jednoj koloni, jer bi se antisimetrizacijom dobio nulti vektor, a zbog simetrizacije
je redosled brojeva u istoj vrsti irelevantan.

Na primer, algebra su(3) je svoja fundamentalna reprezentacija [1, 0], sa tezinama

1 O 1
() = () = ()
2V3 V3 2V3

(zadatak 4.33). Postoje samo dve reprezentacije sa dva kvadrata (jedna kolona i jedna vrsta) i
tezine se mogu sabirati na sledeé¢e nacine:

|

m =+l = (1, )7
1

m =l et = ()t
1

m=ml = (0, )"

m =m?+m? = (0,-2%)"
2

m = m? b = (—1, — )"

m=m?+m’ = (~1, 2)7

—

Vidi se da se u slucaju jedne vrste dobija reprezentacija [2,0], a u slu¢aju jedne kolone
fundamentalna reprezentacija [0,1]. Na ovaj na¢in je moguée relativno jednostavno odrediti
degeneraciju svih tezina.

Trag svih matrica algebre su(n) jednak je 0. To vazi i za bazis Cartan-ove podalgebre, pa je
zbir tezina u prvoj fundamentalnoj reprezentaciji 0. Kolona sa n kvadrata se moze popuniti samo
svim razlicitim tezinama, pa ne daje doprinos ukupnoj tezini, odredenoj popunjenom Semom, i
moze se izostaviti. Stoga se za grupe SU(n) moze koristiti klasifikacija pomocu Sema sa najvise
n — 1 vrsta. Samo u slucaju jedini¢ne reprezentacije, Sema sa jednom kolonom od n kvadrata se
zamenjuje oznakom 1.

A.5 Dimenzija reprezentacija grupa SU(n)

Pomoc¢u Young-ovih Sema odreduju se i dimenzije pojedinih ireducibilnih reprezentacija grupe
SU(n). Jedan nacin je opisan u prethodnom odeljku: nadu se sve tezine date reprezentacije.
Medutim, u slucaju ve¢ih Sema, opisana tehnika postaje zametna, i koristi se sledeci algoritam.
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an

Dimenzija reprezentacije grupe SU(n) koja odgovara Young-ovoj Semi (my, ..., my) je d = 9=,
gde samo brojilac zavisi od grupe, a i brojilac i imenilac od oblika Seme. a, se dobija na
sledec¢i nacin: na prvo mesto prve kolone se upiSe broj n, pa se ostatak kolone popuni brojevima
n—1,n—2,...,n—k+ 1; preostala mesta u svakoj vrsti se popune brojevima u rastu¢em nizu
s leva na desno; broj a, je jednak proizvodu svih upisanih brojeva. Da bi se odredio broj b,
potrebno je iz nekog kvadrata povuci nadole i nadesno poluprave. Ukupan broj kvadrata kroz
koje ove poluprave prolaze (racunajuéi i uoceni) se upise u dati kvadrat. Kada se ovo uradi za
sve kvadrate Seme, brojevi se izmnoze i dobijeni proizvod je b.

Zadatak A.1: a) Odrediti dimenzije reprezentacija sa jednim kvadratom, sa jednom vrstom od k kvadrata i

Djj za grupe SU(2)

jednom kolonom od k kvadrata za grupu SU(n). b) Odrediti dimenzije reprezentacije D

i SU(3).

A.6 Clebsch-Gordan-ove serije grupa SU(n)

Young-ove Seme daju i jednostavan algoritam za odredivanje Clebsch-Gordan-ovih serija grupa
SU(n). Neka su D (SU(n)) i D®)(SU(n)) dve reprezentacije opisane Young-ovim Semama
sa m, 1 mg kvadrata. Direktni proizvod ovih reprezentacija ¢e biti sadrzan u reprezentaciji
SU(n)™=*tm5 1 Young-ove Seme u Clebsch-Gordan-ovoj seriji ¢e sadrzati m, + mg kvadrata.

Algoritam je slede¢i. Sema § se popuni tako §to se u sve kvadrate i-te vrste upise broj i,
a Sema « se ostavi nepopunjena. Zatim se kvadrati prve vrste Seme (3 jedan za drugim dodaju
Semi « na sve moguce nacine, uz zahteve:

(i) rezultujuéa Sema je Young-ova Sema, tj. duzine vrsta su nerastuée pri kretanju odozgo
nadole, a nema vise od n vrsta;

(ii) u istoj koloni nema dva ista broja (u ovom slucaju se jedinice rasporeduju u razli¢ite kolone
na sve moguce nacine).

(iii) Kada je ovo uradeno, na svaku dobijenu Semu se dodaju kvadrati iz druge (zatim i sledecih)
vrste Seme (. Pri tome se pored (i) i (ii), zahteva i da prelazeé¢i po dobijenoj Semi zdesna na
levo i odozgo nadole, broj postavljenih kvadrata u svakom trenutku bude manji ili jednak
broju kvadrata sa prethodnim brojem (tj. pri opisanom kretanju broj predenih kvadrata
sa brojem 2 je manji od broja predenih kvadrata sa brojem 1, itd.).

Kada se ovaj postupak uradi za sve vrste Seme [, dobijene Young-ove Seme odreduju reprezen-
tacije iz Clebsch-Gordan-ove serije.

Zadatak A.2: Odrediti Clebsch-Gordan-ove serije reprezentacija Dj ® ‘ ‘ ‘ i ‘ | ‘ ® Elj

grupa SU(2) i SU(3).



Dodatak B

REPREZENTACIJE POINCARE-OVE
GRUPE

U odeljku 5.3.4.2 je izvrsena klasifikacija unitarnih ireducibilnih reprezentacija Poincaré-ove
grupe, odnosno odredeno je koje se reprezentacije mogu pojaviti i kakvi su im simetrijski kvantni
brojevi, sto je bilo dovoljno za niz fizicki vaznih zakljucaka. Poslednji deo konstrukcije, indukcija
iz dozvoljenih reprezentacija male grupe je izostavljen, te same reprezentacije nisu izvedene. Ovaj
korak se moze izvrsiti, primenjujuci sasvim opsti metod nalazenja reprezentacija semidirektnih
proizvoda grupa, tako da izraz (3.21) daje trazene operatore (u prostoru beskona¢ne dimenzije).

B.1 Ireducibilne unitarne reprezentacije

U oba relevantna slucaja, A (m > 0,py > 0) 1 C (m = 0,py > 0) skup koseta male grupe je
beskonac¢an i kontinualan (maseni hiperboloid i svetlosni konus; svaki element ovih hiperpovrsi
bijektivno karakterise jedan koset male grupe), tako da su indukovane reprezentacije nuzno bes-
kona¢no-dimenzionalne ($to je bilo ocekivano zbog nekompaktnosti grupe). Zapravo, u induko-
vanoj reprezentaciji (3.12) suma je integral (a prostor ukupne reprezentacije je direktni integral
prostora reprezentacije male grupe po hiprpovrsima), te su i blok-matrice u (3.21) kontinualno
indeksirane.

Prvo ée biti razmotrene reprezentacije tipa (m > 0,5). Svaka Lorentz-ova transformacija
jednoznac¢no definise jednu rotaciju i jedan boost (zadatak 5.25); rotacija je element male grupe,
dok je boost predstavnik koseta. Iz jednoznacnosti pomenute faktorizacije Lorentz-ovih transfor-
macija, sledi da svaki boost odreduje jedan koset male grupe, tj. da se boost-ovi mogu odabrati
za predstavnike koseta. To znaci da svaka tacka p (Cetvorodimenzionalni vektor) masenog hi-
perboloida p? = m? odreduje tacno jedan boost (B(p)|0) za koji vazi (B(p)|0)m = p. Kada se
ovim boost-om izvrsi konjugacija reprezentacije A™)(T*) dobija se AP (T*), §to se vidi iz (5.3).
Stoga je gp-ti blok (3.21) u indukovanoj reprezentaciji:

Dyp(Ala) = A™(L|a")d™ (R)S(B(q) " (L]a) B(a)B(a) ' AB(p), (R|d)) =
A™(B™(q)a)d™ (R)3(B(q) "' AB(p), R),

gde je iskoriséena pomenuta bijekcija transverzale (skup boost-ova) i orbite (maseni hiperboloid)
u indeksiranju blokova, a R je onaj element male grupe (rotacija) za koji je uslov u Kronecker-

124
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ovoj delti ispunjen. Tako, da bi se odredila matrica proizvoljnog elementa (Ala) € II, treba
naci za svaku reprezentaciju p iz orbite reprezentacije m (tj. za svako p za koje je p* = m?)
element R(A,p) i reprezentaciju ¢(p), takve da je blok D,, razlicit od nule. Drugim recima,
trazi se boost B(q) takav da je B~'(q)AB(p) = R(A,p) cista rotacija. NajlakSe je proveriti da
li je neka transformacija Cista rotacija delovanjem na vektor m, koji samo u tom slucaju ostaje
nepromenjen. Lako se vidi da je za ¢ = Ap ovo zadovoljeno, pa je nenulti blok upravo Dy,
a odgovarajuca rotacija R(A,p) = B~'(Ap)AB(p). Konatno, u bazisu {| p,s) | p* = m? py >
0,s=25,5—1,..., S}, reprezentacija D™ (II) deluje na sledeé¢i nacin:

D™ (Afa) |p,s) = €4S DINR(A,p)) | Ap, o). (B.1)

Sliéno je i sa reprezentacijama (m = 0, .5). Kao §to je re¢eno, mala grupa je izomorfna sa E(2, R),
pri cemu su za fiziku relevantne njene reprezentacije u kojima se netrivijalno reprezentuju samo
rotacije oko z-ose: A (R.(a)) = e *5*. Ponovo je potrebno odrediti predstavnike koseta, i
koriséenjem polarne forme pokazuje se da se tacka ¢ = (1,0, 0, 1) svetlosnog konusa preslikava u
drugu tacku p iste hiperpovrsi operacijom R,,(p)B.(p), gde su boost duz z-ose B, (p) i rotacija oko
ose u xy-ravni R,,(p) jednoznacéno odredeni vektorom p (boost preslikava vektor ¢ u kolinearni,
iste euklidske duzine kao p, a rotacija zatim ovaj vektor preslika u p). Potrebno je jos naéi koset
q(p) takav da je (R.,(¢)B.(q)) AR,y (p)B.(p) element male grupe. Delovanjem na ¢ se proverava
da je q(p) = Ap, i trazeni element male grupe je (R.(a), Q)= (R.,(Ap)B.(Ap)) *AR,,(p)B.(p) €
E(2,R) (element @ u uredenom paru semidirektnog proizvoda nije bitan jer se reprezentuje
trivijalno). Konacno, u bazisu {|p, S) | p*> = 0,py > 0} je

D9 (Ala) |p, S) = e'APla=iSe | 4y ) (B.2)

Iz relacija (B.1) i (B.2) se jasno vidi unitarnost dobijenih reprezentacija. Treba zapaziti da
R(A,p) i a zavise od A.

Da bi se odredili reprezentanti generatora Poincaré-ove grupe dovoljno je diferencirati dobi-
jene izraze. Kao i uvek, generatori su impulsi za translacije, a angularni momenti za rotacije
(pomnozeni imaginarnom jedinicom, jer su pravi generatori kosohermitski, a fizicke observable
hermitske). Jednoparametarska podgrupa translacija duz ose z* je (1]a*) (pisano je a* za vektor
¢ija je p-ta koordinata a*, a ostale su nule), pa se diferenciranjem nalazi:

0

5 DD (Wa) [p,5) lan—o= pc 1. 5), (B:3)

za slucaj m # 0, i isti izraz, samo sa velikim S u vektorima, za m = 0. Prema tome, impulsi
deluju kao multiplikativni operatori u ovom bazisu, tj. u pitanju je impulsna reprezentacija.

Slicno je i sa angularnim momentima. Primenjujuéi Leibnitz-ovo pravilo u (B.1) i (B.2) za
generatore jednoparametarskih podgrupa rotacija R(¢), nalazi se:

0
8—¢D<WS><R<¢>|0> |9, 5) |p—o=

S 2 DR Lol ) + g [R5 o
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0

0 0
8—¢D(0’S)(R(¢)|O) [P.5) lo=0= 5 5° e 5 | 4ol p, S) +a—¢|R(¢)p, S) lo=o -

U poslednjem izrazu je naglasena zavisnost a od ¢. Trazeci posredni izvod a =5 i %”; 82#
drugom ¢lanu, pokazuje se da je taj clan u stvari orbitalni angularni moment, izrazen u impulsnoj
reprezentaciji: K; = ij eijkpj%. Za tumacenje prvog c¢lana potrebno je odrediti zavisnost
rezultujuce rotacije od R(¢). U prvom slucaju se nalazi R(R(¢),p) = B~'(R(¢)p)R(¢)B(p), tj.
B(R(¢)p) = R(¢)B(p)R™(R(¢),p). Transponovanjem ove jednakosti, uz primenu simetri¢nosti
boost-ova i ortogonalnosti rotacija, nalazi se R(R(¢),p) = R(¢), i to nezavisno od p. Prema tome,
prvi ¢lan u slucaju m # 0 je reprezentant generatora u konac¢no-dimenzionalnoj reprezentaciji

$)(SU(2)) rotacione grupe. Slicno se za m = 0 nalazi da je za rotacije oko z-ose a = ¢ + o(¢),
tako da se odgovarajuci generator reprezentuje brojem S, tj. predstavlja jednodimenzionalnu
reprezentaciju grupe rotacija oko z-ose. Zakljucak je da se angularni moment razdvaja na spinski i
orbitalni deo. Pri tome je vazno uociti da sam prostor reprezentacije nije konstruisan kao direktni
proizvod orbitalnog i spinskog prostora; za razliku od nerelativisticke kvantne mehanike, spinski
prostor se ne pojavljuje kao "unutrasnji”.

B.2 Neunitarne reprezentacije

Reprezentacije (B.1) i (B.2) su faktorisane na deo koji potice od translacije i deo koji je vezan
za Lorentz-ovu transformaciju. Medutim, Lorentz-ove transformacije se izrazavaju na kompli-
kovan nacin, i to je jedan od razloga sto su, istorijski gledano, prvo odredene neke neunitarne
reprezentacije Poincaré-ove grupe. Drugi razlog je sto se u slucaju kada je moguca potpuna
faktorizacija, tj. kada se Lorentz-ove transformacije direktno reprezentuju u nekoj reprezentaciji
(M, M') (§5.3.3.3) nezavisno od impulsa, lako nalaze matrice u koordinatnoj reprezentaciji. Cena
za ove pogodnosti je pre svega ve¢ napomenuta neunitarnost, a u vecini slucajeva i reducibilnost
takve reprezentacije. Naime, jasno je da reprezentaciji odredenog spina S odgovara vise, cak
beskonac¢no mnogo, reprezentacija Lorentz-ove grupe, koje subdukcijom na grupu rotacija daju
takav spin.

Umesto reprezentacija (m, S) razmatranih do sada, konstruisu se reprezentacije (m, (M, M")),
koje u impulsnom bazisu deluju na sledeéi nacin:

DO (Ala) [p,n) = Py 7 DAY | Ap, '), (B4)
o
Zadatak B.1: Proveriti da je gornjim izrazom zadata jedna reprezentacija Poincaré-ove grupe.

Sada je element A € L u svim nenultim blokovima reprezentovan (2M +1)(2M’+1) matricom
DWM)(A) nezavisno od p. Indeks n uzima (2M 4 1)(2M’ 4 1) vrednosti. Ova reprezentacija
definise masu ¢estice, p?> = m?, ali ne i spin, ona sadrZi reprezentacije sa spinovima u intervalu
| M — M |,....M + M’ tako da je odmah jasno da nije ireducibilna (osim kada je M ili M’
nula). Kona¢no-dimenzionalne reprezentacije Lorentz-ove grupe su neunitarne, tako da je i cela
reprezentacija takva.

U slucaju kada je M’ (ili M) jednako nuli, ovako definisana reprezentacija je ireducibilna i
ekvivalentna reprezentaciji (m, S), gde je S = M (odnosno S = M’). Naime, lako se proverava

da je veza medju bazisima
|p,s) ZD ) Ip,n).
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Zadatak B.2: Proveriti da u bazisu | p, s) iz prethodnog izraza, operatori Poincaré-ove grupe imaju matriéni
oblik (B.1) i (B.2).

B.3 Koordinatna reprezentacija

Prelazak iz impulsne u koordinatnu sliku se kao i uvek u kvantnoj mehanici ostvaruje Fourier-
ovim transformom. Za reprezentacije iz prethodnog odeljka to se lako izvodi jer su blok-matrice
koje reprezentuju Lorentz-ove transformacije nezavisne od impulsa. Pri tome treba voditi racuna
da se integracija u impulsnom prostoru vrsi po hiperboloidu mase (ili svetlosnom konusu). To
se formalno uvodi u rac¢un delta funkcijom §(p? — m?). Tako se nalazi

d3
|z, n) /\p, e (p? —m2)d4p=/|p,n>6”’””2—p
Po

U poslednjem izrazu integracija se vrsi po tri prostorne komponente impulsa. Koristeéi (B.4) i
invarijantnost izraza 6(p? — m?)d*p pri Lorentz-ovim transformacijama, nalazi se

D(Ala) |x,n) = ZD"" ) | Az 4+ a,n').



Dodatak C
GRUPE SIMETRIJA KRISTALA

Veliki znacaj simetrije u fizici kondenzovane materije, moze se re¢i da su osnovne osobine kri-
stala upravo posledica osobina njihove simetrije, uocen je veoma rano. Zapravo, bez obzira na
njihovu kompleksnost, grupe simetrija kristala su odredene veoma rano, (E. S. Fedorov, 1891).
Klasifikacija i odredivanje njihovih ireducibilnih reprezentacija baziraju na teoriji indukovanih
reprezentacija, i uticali su na njen razvoj.

C.1 Translacije: resetka

Pod p-periodi¢nim kristalom, p = 1,2, 3, podrazumeva se skup tacaka (joni kristala) u prostoru
R? koji je invarijantan pod dejstvom diskretne translacione grupe (uopstenje na proizvoljnu
kona¢nu D, uz p = 1,..., D je pravolinijsko):

T°(A)=T(A)®---®T(A,), A;=Lat{a;}, A=Lat{ay,...,a,}. (C.1)

Resetka (eng. lattice) A, odredena je bazisom bazisom (skup linearno nezavisnih vektora a; iz
R®): njeni elementi su celobrojne kombinacije bazisa, a = >, t,a;, =t - A (t; € Z). Resetku je
moguce identifikovati sa grupom T¥(A), ¢iji elementi (primitivne translacije) imaju euklidsko
dejstvo u R3: (1 | @)r = r + a. Kao direktni proizvod (beskonacnih) cikli¢nih faktora, grupa
T%(A) je Abelova.

Svaka tacka u R?® odreduje jednu orbitu; kako je stabilizator ovih orbita trivijalan, sve su
medusobno ekvivalentne i reSetka je zapravo ta klasa ekvivalencije. Jedan gp-periodi¢ni kristal
moze sadrzati konacan broj orbita. U potprostoru obrazovanom bazisom resetke svi predstavnici
orbita se mogu uzeti iz paralelepipeda nad bazisom resetke, koji se naziva clementarna celyja
Q(A); treba zapaziti da tacke na suprotnim stranicama Celije pripadaju istoj orbiti, §to znaci
da je Q(A) poluotvoren. Medutim, elementarna ¢elija je fundamentalni domen (skup predstav-
nika orbita) samo kad je p = 3; ako je p < 3, fundamentalni domen je Descartes-ov proizvod
Q = Q(A) x R*¥), jer se razlicite (no medusobno ekvivalentne) orbite dobijaju i za vektore
izvan potprostora resetke. Jasno, sve orbite su ekvivalentne, sa trivijalnim stabilizatorom. Zbog
identicnosti orbita tacaka sa suprotnih strana €, sam skup orbita je Q = R?/T = T9 x R¥% (T¥
je p-torus).

Unitarne ireducibilne reprezentacije grupa T'(a;) su (zadatak 3.57) A% (ta,;) = eFitiai | gde
je ki € U(ay) o (—Z, Z] (poluotvoren jer se za k; = +7 dobija ista reprezentacija, tj. topoloski

a;’ a;
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skup je kruznica). Stoga su sve unitarne ireducibilne reprezentacije T9(A):

A®(a) =k ke =0(A) = x B(a); (C.2)

Brillowin-ova zona U(A) je, kao Descartes-ov proizvod intervala U(a;), paralelepiped nad vek-
torima bazisa inverzne resethe k;, koji zadovoljavaju (k;,a;) = 2md;;. Vektor k = ) . kik;
(k; € U(a;)), koji karakterise ireducibilnu reprezentaciju, naziva se kvazi-impuls. Topoloski, zbog
identifikacije suprotnih tacaka intervala, U je p-torus. To je manifestacija ocigledne ¢injenice da
su iste sve reprezentacije sa kvazi-impulsima jednakim do na celobrojne linearne kombinacije
K =) . Kk, (K; € Z); ova relacija ekvivalencije medu kvazi-impulsima se oznacava sa ”=".

C.2 Ostale simetrije: p-periodi¢ne grupe

Jasno je da svaka reSetka pored translacione poseduje i simetriju inverzije; takode, neke resetke
su invarijantne i pri pojedinim rotacijama i drugim ortogonalnim transformacijama. Konacno,
cesto se kod kristala sa vise orbita translacione grupe, ekvivalentni joni se mogu dobiti dejstvom
kombinovanih transformacija, (A | 74), pri ¢emu [rakciona translacija T4 nije iz resetke, tj.
(1 | 74) ne pripada grupi T'(A). Naravno, grupa obrazovana svim navedenim transformacijama
je simetrija razmatranog kristala. Analizom svih ovih mogucnosti nadene su sve kristalografske

grupe:
o o =3: 273 prostorne grupe [D3];
e o =2: 80 grupa slojeva [DI)];

e © = 1: 13 beskonacnih familija linijskih grupa (ove grupe obuhvataju i simetrije nesamerlji-
vih uredenih sistema, kada se umesto translacione pojavljuje beskonacna ciklicna helikalna
grupa; ona je generisana elementom (R(¢) | T), gde za ugao rotacije R(¢) vazi da je 2w /¢
iracionalan broj, dok je T vektor usmeren duz ose rotacije) [C'11].

Kod svih p-periodiénih grupa je translaciona (odnosno helikalna) grupa T'(A) Abelova in-
varijantna podgrupa. Njena faktor grupa P = G/T se naziva izgonalna grupa, i izomorfna je
nekoj tackastoj grupi (konacnoj podgrupi O(3)), tj. predstavnici koseta translacione grupe su
(P | Tp), gde su P elementi P. Jasno je da je proizvoljni element G oblika g = (P | a+7p). Ako
su sve frakcione translacije 7p jednake nuli, izogonalna grupa je podgrupa, dok G ima strukturu
semidirektnog proizvoda, G =T A P i naziva se simorfna grupa.

Dejstvo translacione grupe je izdvojilo elementarnu Celiju 2 kao skup predstavnika orbita;
dodatne simetrije spajaju translacione orbite u orbite grupe G, te je skup predstavnika G-orbita,
fundamentalni domen Qg (A). Orbite u opstem slu¢aju mogu biti neekvivalentne, sa razlic¢itim
stabilizatorima (definicija 3.5). Pokazuje se da je stratum sa najmanjim stabilizatorom, (tzv.
genericki) gust u Qg(A), dok su simetricni stratumi (sa poveéanim stabilizatorima, npr. tacke
na ravnima ili osama simetrije), na njegovoj granici. Uopsteno, stratum sa stabilizatorom S
(predstavnik klase konjugovanih podgrupa) na granici svih stratuma sa stabilizatorima S’ < S
(precizno, u klasi konjugovanih podgrupa sa S’ postoji i prava podgrupa od S). Odavde se
pokazuje da je kada je ¢ = D skup orbita Q¢ kompaktni orbifold; za D > p ovakav orbifold se
skupovno mnozi nekompaktnim delom prostora RP=¢.
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C.3 Ireducibilne unitarne reprezentacije

Translacije ¢ine invarijantnu podgrupu, sto ukazuje da je ireducibilne reprezentacije moguce
dobiti algoritmom opisanim u odeljku 3.3.10.4.

Posto (C.2) daje skup ireducibilnih reprezentacija grupe T, treba odrediti dejstvo grupe (G-
konjugacijom) na njemu. Za g = (P | p+7p) vazi g~ (1 | a)g = (1 | P~'a) (zadatak 3.6), pa je
g-konjugovana reprezentacija Aék)(a) = AK)(P~la) = gk P la — APk)(a); ovde je iskoriséeno
da je P ortogonalna transformacija'. Dakle, G-konjugacija je (kontragradijentno) vektorsko dej-
stvo grupe na Brillouin-ovoj zoni (jer translacije, resetke ili frakcione, komutiraju sa T, pa ne
deluju na k-vektore). Stoga se U(A) razlaze na orbite (i stratume), koji zapravo nastaju dejstvom
izogonalne grupe P. Izdvaja se genericki stratum (”opste k-tacke”, sa minimalnim stabilizato-
rom), koji je gust podskup u G(A), i specijalne tacke, sa poveCanom malom grupom. Svaka
orbita, k* = O®) tzv. k-2vezda, sadrzi konacan broj tacaka iz U (medusobno G-konjugovane
ireducibilne reprezentacije). Naravno, tacka k = 0 je fiksirana celom grupom, te je specijalna i
sama je cela orbita.

Skup predstavnika orbita (fundamentalni domen, koji se u ovom kontekstu cesée naziva iredu-
cibilni domen, jer indeksira ireducibilne reprezentacije G), Og = Ug(A), kompaktni je deo u U;
topoloski, to je orbifold sa istim odnosom podgrupa-nadgrupa stabilizatora odredenog stratuma
i stratuma na njegovoj granici. Mala grupa reprezentacije A®)(T") ima oblik

G'= || (P|mp)T, P*k=k; (C.3)

PcPk

jasno, PF je stabilizator kvazi-impulsa k pri euklidskom dejstvu izogonalne grupe P na torusu
U. U skladu sa teoremom 3.20 translaciona grupa je invarijantna podgrupa stabilizatora G,
te je i ovaj neka g-periodiéna grupa (i podgrupa G). Tackasta grupa P¥ je izomorna faktor-
grupi, G¥/T = P*; njeni elementi P*, iako i opstem slu¢aju nisu iz G' (praceni su frakcionim
translacijama), odreduju kosete T' u G*.

Sleded¢i korak je odredivanje dozvoljenih reprezentacija malih grupa. Kao sto je objasnjeno
u &3.3.10.4, opsta procedura zahteva koris¢enje projektivnih reprezentacija, i posto je T' Abel-
ova, u opstem slucaju se polazi od (3.19). Standardno projektivno prosirenje (zadatak 3.84)
reprezentacije (C.2) na G* je moguée u formi (ostala su ekvivalentna) A(P* | Tpr) = elk7pk,
Jednakost A(P* | Tpx + a)A(Q* | 7or + b) = e?T*QIVA(PRQF | Tpr + a + PFron + PFb), za
faktor-sistem daje uslov e (Tpr+7gr +a+0) _ qik-(atmprt PRron+PRo+o(PROM)  pikgivanost k u U(A)
znadi zapravo P*k = k; za svaki vektor reetke vazi e®@ = ekP*a to je regenje: et ¢(P"Q%) —
ol (Tor—PETor) _ oi(k=P* lk)'TQ’“. Dakle, skup svih neekvivalentnih dozvoljenih reprezentacije
grupe G* je

B (P | 7pu + @) = MO (PE) gy (PR, QF) = ok Tak) - (C )

za sve neekvivalentne ireducibilne projektivne reprezentacije d® (P¥) faktor-sistema ¢y, tj. koje
zadovoljavaju d@ (P*)d@ (Q*) = ™ (P*Ter—Tar) g(@)(PEQF). Posebno, reprezentacije d(@(P*)

U konkretnim ra¢unima se zbog jednostavnije forme vektora i matrica &esto koriste neortonormirani ba-
zisi reSetke i inverzne reSetke; tada transformacija P nije reprezentovana ortogonalnom matricom, i dobija se

(zadatak 3.63) A% (a) = AP'®)(q), gde je P' = P17
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su obicne kad je o(P¥, Q%) = 0. To je svakako ispunjeno kad je P* simorfna (uvek kada je G
simorfna, ali moze se dogoditi i kad je G nesimorfna). Dodatno, p(P*, Q*) = (k—P* k)1 = 0
u svim k-tackama iz unutrasnjosti U: vektor k — P¥ 'k je nuzno iz inverzne resetke, a jedini
takav je tada 0.

Konaé¢no, dozvoljene reprezentacije malih grupa indukcijom daju ireducibilne reprezentacije
(3.16) grupe. Koseti male grupe korespondiraju razlic¢itim ireducibilnim reprezentacijama in-
varijantne podgrupe H u orbiti G-konjugacije, tj. v su razlicite tacke k; = P;k razmatrane
k-zvezde. Naime, transverzala (indeksirana k-zvezdom) T = {t; = (P; | 7;)} Lagrange-eve
particije grupe po maloj grupi prati particiju P = Y. B;,P* sa transverzalom Tp = {P}
izogonalne grupe P po P* (ortogonalnoj transformaciji P; je pridruZena frakciona transla-
cija 7; uz koju t; postaje element G; ovo je jednoznacno do na translacije resetke, no iz-
bor ne utice na rezultat). Za svaki element g = (Q | q) grupe je gk; = Qk;, veza (3.1)
je gti = tgil(g,7), odnosno u faktor-grupi QP; = P P*(Q,i). Sledi P*(Q,i) = P,'QP; i
Ug,i) = (P* | Tpr + a) = (Poi | 7o) 7H(Q | @)(B | i) = (PR QP | P/ (q + QT — 7)), te je
Pk = P*(Q,i), a Tpr +a = Péil(q + Q7; — 7). Primena ovih konkretizacija pretvara (3.16) u:

DENQ|q) = Y B @@ enTmedd @ (P lQP). (C5)
k;ek*



Dodatak D
RESENJA ZADATAKA

Jedini¢na matrica reda n je oznacena sa 1,, a J,, je matrica dimenzije n koja samo na sporednoj
dijagonali ima jedinice (na ostalim mestima 0).

D.1 Topoloski prostori i mnogostrukosti

Resenge 1.1. Ukupno ima 29 topologija rasporedenih u 9 klasa. Njihovi otvoreni skupovi su:

1140, {a}, {0}, {c}, {a, b} {a, ¢}, {b, c}, X}

21{0,{a}, {0}, {a,b},{a,c}, X} {0,{a},{b},{a,b},{b,c}, X} {0,{a},{c} {a,b} {a,c}, X}
{0,{a},{c},{a,b},{b,c}, X} {0,{b} {c},{a,b},{b,c}, X} {0,{b} {c},{a,c},{b,c}, X}
31{0,{a}, {b} {a,b}, X} {0,{a},{c},{a,c}, X} {0, {0}, {c}, {b,c}, X}

41{0,{a},{a,b},{a,c}, X} {0,{b},{a,b},{b, c}, X} {0,{c}.{a,c},{b,c}, X}
5[{0,{a},{a,b}, X} {0.{a},{a,c}, X} {0.{b},{a, b}, X}
{0, {b},{b,c}, X} {0.{c}.{a,c}, X} {0, {c},{b,c}, X}
6{0,{a}, {b,c}, X} {0, {v},{a,c}, X} {0, {c},{a,b}, X}
7H{0,{a}, X} {0, {6}, X} {0, {c}, X}
81{0,{a,b}, X} {0,{a,c}, X} {0,{b,c}, X}
9{0, X}
Resenje 1.2. 9 klasa homeomorfizma numerisanih u resenju za- L7
datka 1.1. 277 T T3
Ako su 711/ = {Q)v {a}v {b}7X/}’ 7;/ = {Q)v {CL},X/}, 7;)/ = {Q)v {b}wX,}’ T, T3 Ty

1 = {0, X'} moguce topologije na X', po Semi iz zadatka 1.1 se S| T3 T3

dobijaju potprostori iz tabele. g 7—2: 773; Tli
2 2 3

Kanoni¢na injekcija je uvek neprekidna, a otvoreni skupovi u B
3 2 3

{X’,T"} su likovi otvorenih skupova u {X,7}. Npr. ako se raz- 6|7 T, T4

matra potprostor { X', 75} u {X, {0, {a}, {c}, {a,c}, X}}, jedinine- |77 77 T4

prazan otvoreni skup koji se preslikavanjem ¢ dobija iz potprostora 8|74 T3 T3
9| T4

je {a} i to je lik otvorenog skupa {a} u X"
Resenje 1.3.  Posto je f7H(C)YN fAHX\NC) =01 f1C)UfFHX\C) = X, sledi da je
fHUXN\C) = X\ f7YC"). Zbog neprekidnosti f, skup f~1(X \ C") je otvoren, pa je f~1(C")

zatvoren. Analogno u drugom smeru.
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Resenge 1.4.  (a,b), (a,00) otvoreni; [a,b] = R\ {(—o0,a)U (b,00)}, {a} =R\ {(—o0, )
(a,00)} zatvoreni. (a,b] nije ni otvoren ni zatvoren. Definicija Ye > 0 30 > 0 = € Tj
(xg — 0,20 +0) = f(x) € Tae) = (f(20) — € f(x0) + €) se svodi na definiciju 1.3.

Resenge 1.5. Prazan skup nema grani¢nih tacaka, a zatvoren je. Ostali rezultati su dati u
slede¢im tabelama.

H Element \ Okoline \ Kvaziokoline H

a {a}, {a,b}{a,c}, X | 0,{b},{c}, {b,c}
b {a,b}, X {a},{a,c}
c {a,c}, X {a},{a,b}

[Podskap [ (o} [ 15} [ (o) [ (a0} [ (oc) [ (b0} [ X ]
Gramiene [ o [g |9 |be |be |0 |be
Zatvara¢ | X | b c X X b,c X
Gust Da | Ne | Ne | Da Da Ne Da

Resenje 1.0. Posto se u svakoj kvaziokolini iracionalnog broja nalazi racionalan (npr. napise se
iracionalan broj priblizno decimalno, sa dovoljno mnogo decimalnih mesta), iracionalni brojevi
su granicne tacke skupa racionalnih brojeva, te je zatvarac¢ ceo skup R.

Resenje 1.7. Svi prostori su kompaktni i separabilni, jer je skup konacan. Hausdorff-ov je samo
prvi prostor. Povezani su prostori iz klasa 3,4,5,7,8,9.

Resenje 1.8. Proveriti aksiome metrike: (i) do(x,y) o (x —y,x —y) =0, povlaci x = y;

(i) do(y, ) = /(y — 2,y —2) = V(2 —y, 2 — y) = da(,y);

(ii)) do(z,2) =/ (x —y+y -z —y+y—2) < J/P(2,y) + Py, 2) + 2[lz — y[l[ly — 2[| =
do(,y) +da(y, 2). Neka je %) = (§§k), - ék))T Cauchy-jev niz iz F*, tj. > 7" | |£i(k) —{i(l)|2 — 0.
To znaci da je po komponentama lgfk) — §i(l)\2 — 0, odnosno koordinate ¢ine Cauchy-jeve nizove,

koji sigurno konvergiraju u F = R ili C. Neka je z = (&1,...,&,), gde je & = lim fi(k). Onda je
|z —2®| — 0, tj.  =1lim2®, i prostor je potpun.

Resengje 1.9. Linearna kombinacija funkcija iz C§°(R) je opet iz istog skupa. Navedeni niz je
iz C3°(R). Iz definicije sledi da su funkcije (kn — km)? nenulte samo kada je [t| € (%=1,1). Niz
je Cauchy-jev, jer je da(ky, kp) = 2fn ! — ky(t))? dt; kako su vrednosti k,(t) izmedu 0 i
1, uz pretpostavku da je m § n, gornji izraz je manji ili jednak od 2(1 — mT_l), tj. konvergira

of |1, t€S . - .
ka 0. Ako je xs(t) = 0 Z g onda {k,} — X(ap)(t) (proveriti po definiciji), a ova granicna

funkcija nije diferencijabilna pa ni iz C§°(R).

Proveriti aksiome metrike: (i) ako je max;cr{|z(t) — y(¢)|} = 0, tada je x = y;

(ii) simetricnost je ocigledna; (iil) maxyer{|z(t) — 2(¢)|} = maxyer{|z(t) — y(t) + y(t) — 2(t)|} <
mascen{[2(6) — 9(0)] + ly(t) — (D]} < maen 2(8) — y(t)]} + maien y(t) — (1)}

Uslovi konvergencije {f,} — f:

dy — konvergencija "u srednjem”, [ |(f,(t) — f(t)[>dt — 0,
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d~ — uniformna konvergencija, maxer |f(t) — f.(t)| — 0.

Iz poznate teoreme o granicnom prelazu pri diferenciranju, sledi da uniformno konvergentni niz
diferencijabilnih funkcija ne mora i sam biti diferencijabilna funkcija, te ni u odnosu na ovu
metriku prostor nije potpun.

Resenge 1.10. Ne moze, jer bi bila homeomorfna otvorenom skupu u R"”, koji zbog otvorenosti
nije kompaktan. Ipak, razmisliti jos jednom.

Resenje 1.11. Jedan atlas: izbaciti severni pol, tacku N, ¢ime se dobija jedna karta (jer je
ostatak homeomorfan otvorenom intervalu), a S za drugu kartu. Osim ove dve tacke svi elementi
su iz preseka karata. U zavisnosti od toga kako ¢e se ove karte projektovati u R! menjaju se i
funkcije prelaza. Npr. u stereografskoj projekciji koordinate su tg(f) i tg(y), pri cemu je veza
analiticka jer je ¢ 4+ 6 = 7. I sami uglovi se takode mogu uzeti za koordinate (slika D.1).

N _ xN /S i

| ii N SN o Iy =

8 T T

X | |

’ B )
5 «

Slika D.1:  Atlasi kruznice (levo) i torusa (desno). Svaka od 4 karte torusa nastaje kao
proizvod dve karte kruznice. Deblje linije su pri tome nastale od severnog pola na nekoj od
karata kruznice, strelice povezuju linije (razli¢itih karata) duz koje treba vrsiti ”lepljenje” da bi
se dobio torus.

Resenje 1.12. Sami sebi su karte.

Resenje 1.13. Napraviti direktni proizvod po definiciji, za dva atlasa iz zadatka 1.11. Zatim
identifikovati (”slepiti”) delove razlicitih karata koji se na S! preklapaju. Dobija se torus, sl.
D.1.

Resenje 1.14. Petlja u M XN se moze napisati kao v(t) = (va(t),vn(t)), gde su var i Y
projekcije v u M i N. Ocigledno su i projekcije petlje. v je homotopno sa +' ako i samo ako
su i odgovarajuce projekcije homotopne. To znaci da je skup klasa homotopije u M x N direktni
proizvod klasa iz M i N. Posto je yoy" = (ya07), Ynvovy ), odgovarajuéi zakon se prenosi i na
klase homotopije, ¢ime se dobija struktura direktnog proizvoda grupa.

cosa —Ssin«

Resenje 1.15. Preslikavanje o +— < .
sina  cosa

) je difeomorfizam kruznice i navedene grupe
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matrica. Tangentni vektor u a = 0 se nalazi po definiciji, i njegove koordinate u apsolutnom
bazisu mnogostrukosti R??, tj. bazisu { |4, = 1,2}, su (0,—1,1,0), odnosno predstavljen

-1
1 0
tangentni vektor je

_9_
Ox;;

je matricom ( ) U unutrasnjim koordinatama ove jednodimenzionalne mnogostrukosti

2]

8_a.

D.2 Hilbert-ovi prostori i operatori

-1, te[-1,-1]
Resenje 2.1. Nije jer nije do-potpun (zadatak 1.9.). Nije, jer je x,(t) = < nt, t¢€ [—%, %}
1, teli 1]
-1, te[-1,0)
Cauchy-jev niz, a konvergira ka prekidnoj funkciji z(t) =<0, t=0
1, te(0,1]

Resenje 2.2. 1? je vektorski prostor (o¢igledna zatvorenost linearnih kombinacija) sa skalarnim
proizvodom (ogranicenost skalarnog proizvoda sledi iz Cauchy-jeve nejednakosti). Neka je {z(™}
jedan Cauchy-jev niz:

o) — 22 =371 — P < e m,n - oo (D.1)
i=1

Tada je Vi \fi(m) - fi(n)]Q < ¢, tj. nizovi komponenti niza {z(™} su Cauchy-jevi, te konvergiraju;
neka je x & {& = lim,, 0 51(")}. Iz (D.1) sledi da je pri svakom kona¢nom M (fiksira se n, pa
izvede granicni prelaz po m) S-M 16 — €2 50 n— oo, tj.

Z & — M <e n— o (D.2)
i=1

No sada je ||z|? = [|#™ + (z — 2™)||2 < ||z + ||z — 2™|]? < oo, pa je x iz (2, a relacija (D.2)
postaje {2} — x.

Resenje 2.3. Neka je {z,} — z. Tada je Vy € H |(x — Zm,y)| < ||z — xnllly]| — 0, jer je
limes prve norme kod konvergentnih nizova 0, a druga je konacna za sve elemente iz H. Niz je
slabo konvergentan ka nultom nizu, jer je: Yy = (n1,7,...) € 1> (z™,y) = n, — 0, a nije
Cauchy-jev, pa ni konvergentan, jer je, za m # n, ||z(™ — z(™| = /2.

| o1 [ do | b3 | da | &5 ] 06 |
Resenjge 2.4. Linearnost + |+ |+ =] = |-
Neprekidnost | + | + | — | + | + | —

Resenje 2.5.  Oba uslova su linearna, pa su lineali. M, je o¢igledno potprostor, a Mo nije (npr.
1 1

niz nizova ™ = {1, =, ..., ~,0,0,...} je konvergentan ka nizu {—1,0,0, ..}, koji nije iz M).
n n

—_——

n
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Jesu, jer su potpuni (zadatak 1.8).

Resenge 2.6. Isto kao u konacno-dimenzionalnom slucaju. Nizovi sa konatno mnogo nenultih,
a racionalnih komponenti su gust prebrojiv skup u /2. Jedan ortonormirani bazis je apsolutni
bazis (zadatak 2.3).

Resenje 2.7. x nije linearna kombinacija (dozvoljeno samo kona¢no mnogo sabiraka!) vektora
apsolutnog bazisa.

Resenje 2.8. Ocigledno je u pitanju vektorski prostor sa skalarnim proizvodom. Potpunost
se svodi na potpunost H", pa se dokaz sprovodi analogno dokazu potpunosti I2. Ako je {e,}
ortonormirani bazis u H, onda je {1, En(1); €,(2) ® €25 - .} ortonormirani bazis u ®4, ¢ime je
pokazano i da je separabilnost H ekvivalentna separabilnosti ®4,. Za H = F, i elementi H" su iz
F, pa je ®p = [2.

Resenje 2.9. Neka je Xu(f o f f()dt Vf e Cg°(R). Ovo je ocigledno jedan linearni
funkcional na C§°(R). Deﬁmcga 2.3 omogucuje primenu teorema o grani¢cnom prelazu pod
integralom, za D—konvergentne nizove g,: lim ff gn(t)dt = fab lim g,,(t) dt, §to daje neprekidnost
funkcionala x[,p. Ova raspodela se ocigledno moze napisati pomocu karakteristicne funkcije.
Niz raspodela X]a, a+n] konvergira (definicija 2.4.(ii)) ka raspodeli dualnoj stepenasto] funkciji:

[ g(t)dt = [, B,(t)g(t) dt. Niz ki (1) = k,(4252) (zadatak 1.9).

a+b

Resenje 2.10. Obe funkcije, mada same razlicite, definisu nultu raspodelu ¢(g) = 0. Ako se bilo
kojoj funkciji doda funkcija razli¢ita od nule na prebrojivom skupu tacaka, dualna raspodela se
ne menja.

Resenje 2.11. Ovo je oc¢igledno neprekidni linearni funkcional. Dualna funkcija mora biti jed-
naka 0 izvan tacke ¢ = 0 da bi dualni funkcional bio nezavisan od vrednosti funkcija izvan ove
tacke. Osim toga, kako je npr. za funkcije k,(t) iz zadatka 1.9 ispunjeno [, 6(t)k,(t) dt = 1 mora
biti [ 6(t) dt = 1, sto povlaci i 6(0) = oo.

Resenje 2.12. Za g(t) = g(0) + h(t) € C°(R), je [5 fu(t) f‘th () (g(0) + R(t)) dt +
f\t|>1 fa(t)g(t)dt = \%g(o ft € e At + I+ [3 Prvi mtegral je funkcija greske, g(0)Erf(n) —
9(0). Posto je |h(t)] < C’|t\ lg(t)] < M (zbog ogranicenosti ovih funkcija), vazi |I| <

W (et = (1 —e) = 01 L] < 22 [X e dt = M(1 — Exf(n)) — 0.
Resenje 2.13. Neka je f(t) = 0 izvan intervala (—a,a). Tada je n(f) = [Z,; -

f:l 180-10 (0) dt + f ¢ f ) qt. Drugi 1ntegral je jednak nuli u smislu glavne Vrednostl (tJ za

I = ( a, —€) U (e, a) vazi lim,_g f . 1O 4t = 0), a prva podintegralna funkcija je neprekidna, te
je integral dobro definisan.

Resenge 2.14. Raspodela ¢ je integral raspodele ¢ ako je ¢ = 1, tj. za svako g € C§°(R) vazi
o(g') = —v(9)-

Resenje 2.15. Neka je s = a(t) i go-1(t) o gla=(t ))dm—, gde je a™! inverzna funkciji a.
Tada je ¢, raspodela koja se dobija smenom promenljive ¢ — s = a(t) iz raspodele ¢ ako
vazi Vg € C°(R)  ¢a(g) = ¢(g—1). Naravno, treba ispitati postojanje inverzne funkcije (treba
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zapaziti da je izvod inverzne funkcije uvek istog znaka, jer nema nula ako inverzna funkcija
postoji).

Resenje 2.10.  04(t). [5 0. =—[Zgt)dt = g(a) = 6(t — a). sign(t) = bo(t) — Oo(—1),
pa je izvod ove funkcue 25( ) X[ab( ) = balt) — Ou(t), te je X[, 4(t) = 6(t —a) — o(t — b).
(6] = 3200 Ox (D) =200 (), 1 [ = D202 0(t—k). [¢] = tsign(t), paje 1] = 2t(t)+sign(t);

prvi funkcional je 0, $to se lako proverava po definiciji, pa je |t|' = sign(t). [t|” = 24(¢).

Resenje 2.17. 0. 6(a(t)) = >, Tc(f tt” gde i prebrojava sve nule ¢; funkcije a. d(sin(t)) =

S Ot = km). 30w — 1)+ (x4 1). 67(g) = (—)"g"™(0), pa je T = (=)"6(t)
(ovaj izraz treba zameniti u (2.5)). Integral je stepenasta funkcija.

Resenje 2.18. Heaviside-ova i Dirac-ova funkcija nisu iz £2(R) jer nemaju kona¢nu normu.
Karakteristi¢na funkcija konacnog intervala se dobija kao limes Cauchy-jevog niza (zadatak 1.9).
U zadacima 2.8 i 2.11 su 0,(¢) i §(¢) dobijeni kao limesi funkcija iz £2(R) u smislu konvergencije
raspodela. Medutim konvergencija raspodela koje su iz £2(R) je u stvari slaba konvergencija,
a L?(R) je jako potpun. Lako je proveriti da ni jedan od navedenih nizova nije Cauchy-jev:

Ja(Xtan (8) = Xjam) (D)2 dt = [m = nl; [o(fa(t) = fu(1))? dt = 5=(V2(m +n) — 22).

Resenje 2.19. Neka je f(t) neprekidna kvadratno integrabilna funkcija. Niz funkcija fult ) =
X[=nn) () f(t) koje su izvan [—n,n] jednake 0 proizvoljno blisko aproksimiraju f(t): [ [/fn(t)
fO)?dt = f| ion f( J2dt — 0. Funkcije f,(t ) se mogu pr01zv01Jn0 blisko aproksumratl funkci-

jama iz C§°(R): npr. funkcue definisane sa f\" = [ fa(s)p(m(t — s)) dt, gde p(t) moze biti

neka od funkcija niza W (zadatak 1.9) su iz C’go( ) iza dovoljno veliko m proizvoljno bliske

fn- [B2, 5.3]
Resenge 2.20. Neprekidna funkcija iz £2(R) ne mora da tezi nuli za veliko t: npr f(t)

e t"sin®t  No, ako je i njen izvod neprekidna funkcija iz £2(R) mora: | f ff(t)d? <
fab |f(t)*dt fab |f/(t)]? dt; leva strana je %|f?(b) — f?(a)|?, dok desna pri a,b — oo (nezawsno)

postaje nula, $to znaci da je f(t — 00) = ¢, iza c# 0 f ne bi bila iz £L2(R).

Resenje 2.21. Separabilnost sledi na osnovu uslova teorema 2.2. U svim slucajevima se pro-
vera vrsi koris¢enjem jednoznacnosti Gram-Schmidt-vog postupka i indukcije: proveri se za prve
¢lanove direktno, zatim se za sve polinome proveri ortonormiranost. Ovo je dovoljno da se
tvrdi da se ortonormalizacijom skupa 7T,, do na znak dobijaju dati polinomi, jer se za svako
n = 0,1,... element ortonormiranog niza nalazi u jednodimenzionalnom potprostoru koji je
ortogonalna razlika potprostora nad {t's(t) |i=1,...,n}i{ts(t) |i=1,...,n—1}.

Resenje 2.22.  Weierstrass-ov teorem pokazuje potpunost skupa, a ortonormiranost se direktno
proverava.

Resenge 2.23.  Po definiciji proveriti da je (f, g) skalarni proizvod u By, a po konstrukeiji i u B.
Medutim, u ovom prostoru su sve funkcije e, ortonormirane, a ima ih neprebrojivo mnogo.

Resenje 2.24. Linearnost ocigledna. D(A) = {x € I* | Y72, k||&]]* < oo}. Ovaj skup je
gust, jer mu pripadaju svi nizovi sa konaé¢no mnogo nenultih elemenata. Jednacina Ax = y,
tj. A(%,&1,-..) = (mo,m1,...), je resiva po x (& proizvoljno, & = 77’“71) iz [, kad god je
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y € [* (nejednoznacno!). N(A) = span(eg). Operator je neograni¢en: npr. za niz normiranih

nizova iz D(A) {z™ = (0,1,...,1,0,. )} (n?® uzastopnih koordinata 1), vazi || Az(]? = 2L,
D(B) = D(A) (jer je 377y kllgr-1l* = 2571 KlIGl*+ 32721 6k-1lP+1I&l?). N(B) = {0}, R(B)

je potprostor ortogonalan na vektor eg. B71(0,&1,&,...) = (&, \%52, ...). Ney = kep. AB =
1 + N. Svi su neograniceni.

Resenge 2.25. D(K) = {f € L%(a,b) | |Kf| < oo}. Sve neprekidne funkcije zadovoljavaju
gornji uslov i K je ograniceni operator sa gustim domenom. (z, Ky) = fab dtx*(t) fab k(t,s)y(s)ds.

Resenje 2.26. D(M) = {f € L2(R) | |mf]] < oo}. Ali |[[mf]|* < maxscr{|m(t)*}||f]? te je
uslov uvek zadovoljen, i operator je svuda definisan i ogranicen. Ako je m(t) > ¢ > 0, operator je
invertibilan, R(M) = L2(R)i M1 f = %f je ogranicen. Ako m(t) ima najvise prebrojivo mnogo
nula, M je invertibilan, ali je M~ neogranicen, dok je R(M) pravi, ali gust podskup u £*(R).
U ostalim sluc¢ajevima M nije invertibilan, a N (M) ¢ine funkcije koje nenulte vrednosti imaju
samo u nulama m(t) i u prebrojivo mnogo drugih tacaka. M se moze napisati kao integralni
operator sa jezgrom m(t,s) = 0(t — s)m(s).

Resenje 2.27. D() = {f € £%(a,b) | f' € L£%(a,b)} je gust jer su tu bar sve beskonaéno
diferencijabilne funkcije. Domen nije ceo prostor, jer npr. izvodi prekidnih funkcija sadrze delta
funkcije, te nemaju konac¢nu do-normu i nisu iz prostora. Stoga operator nije ogranicen. Za
konaé¢ni interval (a,b) operator nije invertibilan jer nulpotprostor sadrzi konstantne funkcije.
Linearna diferencijalna jednacina ima oblik Af(¢) = g(t), gde je A = >} , ax(t)DF linearni
operator. Jednac¢ina ima resenje ako je g € R(A). Opste resenje je skup koji se dobija kada se
svakom vektoru nulpotprostora doda bilo koje resenje.

Resenje 2.28. a) Svuda definisani operator, ograni¢en (norma mu je o¢igledno 1), invertibilan,
T.' =T ,, R(A) = L2(R). Integralni operator sa jezgrom t,(t,s) = §(t +a — s). b) Svuda defi-
nisan, moze se izraziti kao operator mnozenja karakteristicnom funkcijom, te ima odgovarajucée
osobine. Pokazati da je projektor. ¢) P = %. Integralno jezgro je (s —t).

Resenje 2.29. D(A') je gust; onda je D((AN1) = {y € H | I2(y) € H Vo € D(AT) (z,2) =
(y, ATx)}. Ocigledno je da za y € D(A) vazi y € D(AY) i (y,Alz) = (Alz,y)* = (z, Ay)* =
(Ay, z).

Resenje 2.50. Za proizvoljni niz {x,} = {Az,} € R(A) i svaki vektor y € N(A") vazi (y,,) =
(Aly, 2,) = 0. Ako {z,} — z, neprekidnost skalarnog proizvoda povlaéi (y,z) = 0.

Resenje 2.31. Al =B, Bt = A Nt = N.

Resenje 2.32. KTf(t) f k*(t,s)f(s)ds; za simetricne i autoadjungovane potrebno je da

e1u(s,t)

k(t, s) bude realna, a za unitarne modula 1, tj. k(¢,s) = , gde je u(t, s) realna funkcija.

Resenje 2.33. Smenom t — t + a nalazi se [, f*(t)g(t +a)dt = [, f*(t —a)g(t)dt, tj. T) =
T_, =T, ioperator je unitaran. S je autoadjungovan.

Resenje 2.34. Svi su simetricni, a autoadjungovani su Ppi Fy. P C B, C P, P C Py C P.
U L3(R) je D(P) = {f | f' € L%R)}, te je (zadatak 2.20) autoadjungovan. U L*(0,00), P je
simetrican, i nema autoadjungovano prosirenje.
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Resenge 2.35. Raditi po definiciji.
Resenje 2.56. Autoadjungovan.

Resenje 2.37. Neka je U unitarni operator; vazi Vo € H ||Uz| = ||z||. Skalarno mnozedi
jednacinu (U —al)x = y sa (U+al)z, nalazi se (1—|a|?)||z]|* = 2Re(az, y) +||ly||>. Prema tome,
ako je o € Po(U), tj. y =0 za x # 0, mora biti |a| = 1. Neka je |a| # 1; tada postoji R, (U),
pa se zamenom x = R, (U)y i primenom Cauchy-jeve nejednakosti nalazi |1 — |a]?|||Ra(U)y||* —

- lel=y/lel?—[1-]a/?| ol +4/lal>—[1—|af?|
2l Ra(@)yllyl— 9] < 0. Odavde jo WVIETE Yy <y 17y <tk e Tlafly
Vidi se da je operator ogranicen, te je « iz rezolventnog skupa ili rezidualnog spektra. Konacno,

ako a ¢ Po(U), iz D(R,(U)) = N(U" — a*1)* = H, te nema rezidualnog spektra.

Resenje 2.38. R(AT —a*1) = N(A — al)t # H.

Resenje 2.39.  a) Redenje jednacine (A —al)x = (£, — a&y, V26 —a&y,...) = 0 za svako a € C
lo]

je &, = £0 Normirani svojstveni vektori su koherentna stanja: xo = e~ 2 (1,..., a—n', S
Treba zapazm da ih ima kontinuum mnogo i da su svi linearno nezavisni, jer odgovaraju razlicitim
svojstvenim vrednostima. Prema tome, cela kompleksna ravan je diskretni spektar (A nije
normalan!). Jednacina (AT — al)r = 0 nema reSenje, te spektar za A i zadatak 2.38 po-
vlace o(AT) = Ro(AT) = C. Po(N) = {0,1,...}, za svojstvene vektore eg,e;,... apsolut-
nog bazisa. Neka je a ¢ {0,1,...} realno, i 8 = ming—g1, {|k — a|}. Tada je ||[R.(N)z|* =
> orco = PGkl < 15P112ll, ti. Ra(N) je ogranicen operator, te nema ni neprekidnog spektra
(rezidualnog nema zbog leme 2.3).

b) « je svojstvena vrednost operatora M ako postoji interval [a,b] takav da je @ = m(t)
za t € la,b]. Svojstveni vektori su funkcije koje su na ovom domenu jednake nuli. Ako je
X ={f(@) |t € R}, tada je X \ Po(M) = Co(M), jer je D(R,(M)) skup funkcija koje se
anuliraju na najvise prebrojivom skupu za koji je M(t) — a = 0, te je gust ali neogranicen.
Operator X definisan sa X f(t) = tf(t) je autoadjungovan, i ima samo neprekidan spektar, celu
realnu osu.

c) Najvazniji je operator impulsa P u £?(R). ReSenje jednacine (P—al)f(t) = —if'(t) —af(t) =
0 je fo(t) = Ce™, koja nije iz L2(R) ni za jedno a € R. No, funkcije fa,(t) = fe ot gine
normirani niz koji zadovoljava Weyl-ov kriterijum, te je cela realna osa neprekidni spektar. Od
ostalih izvodnih operatora, vazan je primer Py u prostoru £2(0,27), koji se interpretira kao 2-
komponenta angularnog momenta. ReSenja svojstvene jednacine su e, §to, uz grani¢ne uslove u
definiciji domena operatora e?™®* = 1. daje celobrojne svojstvene vrednosti, i svojstvene vektore
fult) = ekt =0,%£1,....

d) Operator je unitaran, a periodi¢ne funkcije nisu iz £2(R) (nisu integrabilne), te je cela je-
dini¢na kruznica neprekidni spektar.

e) Svojstvene vrednosti su 1 (funkcije koje su izvan (a,b) jednake 0), i 0 (funkcije koje su na
(a,b) jednake nuli). Za ostale tacke je rezolventa ogranicena, te su iz p(S(ap))-

52 —52 .o . .o
Resenje 2.40. Fiy(t) = C’“W Jee 1)ke7dkde—k = (uzastopne parcualne integracije)=

N2
1 —82 dk —ist+ o _52 dk (s—it)? 1t) k _52 dk (s—it)? o
Cr 7= Jee ¥ Sx(e P )ds—Ck—Tﬂe 3 fRe “ze 2z ds=Cy ﬁe T fR e 2 ds=

. ﬁ k _2+t2
C’“lk\/lfwe am Jae 2

—ist ds = ikay(t), tj. Hermite-ove funkcije su svojstveni vektori operatora
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F za svojstvene vrednosti i*. Zato je diskretni spektar ovog operatora Po(F) = {1,—1,i, —i}.

—1
Ostatak kompleksne ravni je p(F'), jer je rezolventa ogramcena zax =2, &y iz D(R,(F))
(a #1°), vazi | Ro(F)l* = 3502, [5%5 17 < CPllz|)?, gde je & = max{[i* — af}.

Resenje 2.41. Ax(t) = ap(t)x(t).

Resenje 2./2. Posto je [Rn(A), Rg(A)] = 0, mnozenjem sa R,(A)™' = (A — al) jednacina iz

zadatka postaje ﬁ(]l - ‘L‘*ﬂif—W), te se svodi na identitet.

ReSenje 2./3. Neka je Ar; = a;x;. Tada je Bix; = 5% ¢ aea = i [stim putem, za neki drugi

projektor P; nalazi se da je Pjz; = 0. Idempotentnost: neka su Cf* i C’B dve konture oko «;, pri
éemuje C? unutar C; tada je P? = 2711 fcg da 550& Rs(A)R,(A) da = (2m)2 fca da foa (Bald) _

a—p
}if 5 ) da, na osnovu zadatka 2.42. Prvi mtegral prvog clana je nula jer je u celoj oblasti konture

nesingularan, te je izraz dalje jednak W fcﬁ dBRsz(A fcq mda = P;. U slucaju PP; za
1 # j istim postupkom se nalazi da je rezultat 0, jer su sada u pitanju dve konture oko razlicitih
vrednosti, te ni jedan od izraza nakon primene formule iz zadatka 2.42 nije singularan.

Resenje 2.44. Kako je td(t—a) = ad(t —a), sledi da je za svako realno a raspodela 6(t —a) svoj-
stveni vektor operatora koordinate. Sli¢no, —i%eikt = ke'* | te je ravni talas svojstveni vektor za
svako k € R. Fi(t —a) = [, €*d(s —a)ds = €, tj. F povezuje svojstvene bazise, §to se lako
proverava. Smenom t — ct, pogodnim izborom konstante ¢ se H prevodi u zbir kvadrata ope-
ratora impulsa i koordinate. Ovaj operator je invarijantan pod delovanjem F' (transformacijom

slicnosti), tj. komutira, i F' mora imati zajednicki svojstveni bazis sa H.

Resenje 2.45.  Sigurno je (v, tx,) = (trg,x,) = 0za k > n+1 (prviizvod) iza k+1 < n (drugi
proizvod). Sve se relacije dobijaju na osnovu razvoja odgovarajuce generatrise. Za rekurentne
relacije potrebno je diferencirati generatrisu po s, a za jednacine diferenciranja se trazi izvod
generatrise po t. Zatim se uoc¢i da diferencirana generatrisa ima oblik proizvoda racionalne
funkcije i generatrise, tj. diferencirani red je jednak poc¢etnom redu pommnozenim racionalnom
funkcijom. Izjednacavanjem koeficijenata uz s™ nalaze se trazeni izrazi.

Resenge 2./6. Izracunati (G(t,s)G(t,z)). Ovaj izraz se razvije u red po s¥z!, a koeficijenti su
proporcionalni sa (zy, z;) (faktor proporcionalnosti zavisi od definicije razvoja generatrise — ili
11l @ ,)2, i ove dve konvencije su podjednako ¢este u literaturi).

Resenje 2./7. Nakon smene promenljive t = \/L—, uz oznaku € = Z gvojstvena jednacina
mw w

H1 = Ev postaje jednacina ¢ (t) + (26 — s?)(t) = 0, koja je oblika (2.10), uz o(s) = 1, 7(s) =0
i g(s) = 2¢ — s*>. Da bi m(s) = +vk — 2¢ + s2 bio polinom potrebno je da bude k = 2, tj.
m(s) = +s, pri ¢emu je € = # Znajuéi 7 odreduje se 7(s) = +2s, pa se resavanjem Pearson-
ove jednacine nalazi p(s) = ets’ Ocigledno je da je samo donji znak mogu¢ za p, pa to isto
vazi i u dosadasnjim formulama. Konacno, teorem 2.3 daje za resenja Hermite-ove polinome
u prostoru £2(R,e*"), odnosno Hermite-ove funkcije u £2(R) (zadatak 2.21), uz svojstvene

vrednosti E, = w(n + 1).

Resenje 2./8.  Ovo je jednacina oblika (2.10) sa o(t) = t, 7(t) = 01 6(t) = 2Et*+ 272t — (1 +1).
Prvo se odredi k = 27 £ (20 + 1)v/—2E. Od vise resenja za 7(t), samo 7(t) =1+ 1 — /—2Et
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po Pearson-ovoj jednacini daje funkciju p(t) = t?+le=2V=2E koja zadovoljava uslove teZine (na

(0,00)). Tako su resenja Laguerre-ovi polinomi Lglﬂ)(niﬁl), za B, = —ﬁ.

D.3 Teorija grupa

Resenje 3.1. Skup je zatvoren na kompoziciju preslikavanja, kompozicija je asocijativna, inver-
zna transformacija je inverzni element, a identi¢no preslikavanje je neutralni element.

Resenje 5.2. [A,H] = [B,H] = 0 povlaci [AB, H] = A[B, H] + [A, H|B = 0 (zatvorenost), i
[A~Y H] = 0 (jedinstveni inverzni element); e = 1 komutira sa svakim operatorom, a asocijativ-
nost je posledica asocijativnosti mnozenja operatora.

Resenge 3.5. Proveriti po definiciji.

Resenje 5.4. U Descartes-ovom bazisu u ravni, operator rotacije za ¢ oko perpendikularne ose
se reprezentuje navedenim matricama. Lako se proverava da je to Abel-ova grupa (SO(2)).

Resenge 3.5. Proveriti po definiciji.

Resenje 3.6. (A | a)((B | b)x) = (A ] a)(Bx +b) = ABx + Ab+a = (AB | Ab+ a)z, te
je ovaj skup zatvoren, sa mnozenjem (A | a)(B | b) = (AB | Ab+ a). Odavde sledi da je
e=(11]0),i(A]a)=(A"1]| — Ala), dok se asocijativnost direktno proverava. Da bi
se dobila Poincaré-ova grupa, umesto ortogonalnih transformacija treba uzeti Lorentz-ove, tj.
nesingularne operatore u R?* za koje vazi AMAT = M, gde je M = diag{1,—1,—1,—1}.

Resenje 3.7. g(R,v,a,b)(9(Q,u,c,d)(r,t)) = g(R,v,a,b)(Qr + ut + ¢,t + d) = (RQr + Rut +
Re+v(t+d)+a,t+d+0b) = g(RQ, Ru+v, Re+vd+a,b+d)(r,t), tj. g(R,v,a,b)9(Q,u,c,d) =
g(RQ, Ru+v, Re+vd+a,b+d). Sledie = ¢(1,0,0,0)i g7 (R,v,a,b) = g(R™!, —R™'v, R~ (vb—
a),—b).

Resenje 3.8. Po definiciji je grupa, i njen red je n!. Tablica je u tabeli 3.1, pa kako ova nije

simetricna, S3 nije Abel-ova. Ako je m = (é g i’) i¢ = G g g), tada se sve ostale

permutacije dobijaju kompozicijom ove dve, a generatorske relacije su 1 = ¢* = (7¢)? = ¢
1 2 3
1 2 3
permutacija sa bilo kojom transpozicijom mogu biti odabrani, uz iste generatorske relacije.

(identi¢na permutacija, e = ( )) Izbor generatora nije jedinstven, i bilo koja ciklicna

Resenje 3.9. Kako su molekuli konacne dimenzije (za razliku od idealnih kristala, slojeva ili
polimera), od svih elemenata Euklidove grupe Fj3, samo ortogonalne transformacije mogu biti
njihove simetrije. Rotacije u ravni pravilnog n-tougaonika, koje ga ne pomeraju, oblika su R(%”s)
(zadatak 3.4), i sve su stepeni jednog generatora C, = R(2X), tj. R(3%s) = C5. Ako se dozvole
sve rotacije u prostoru, poligon je dodatno invarijantan i pri rotacijama za ugao 7w oko n osa koje
spajaju centar poligona sa temenima i centrima stranica. Dobija se grupa D,,, reda 2n, generisana
elementom C), i jednom od novih rotacija, U, uz generatorske relacije C" = U? = (C,U)? = e.
U slucaju pravilne piramide, umesto n horizontalnih rotacionih osa, simetrije su refleksije o u
vertikalnim ravnima koje sadrze te ose; tako dobijene grupe C,,, su ponovo reda 2n, i ako je o
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Tabela D.1: Tablice grupa C,, D, Cy, i Kg: leva gornja cetvrtina obe tabele je tablica grupe
C,. Refleksije su (slika u zadatku 3.21) o, i 0y u vertikalnim ravnima koje sadrze dijagonale
kvadrata, a o, i 0, u vertikalnim ravnima koordinatnih osa. Zamenom refleksija rotacijama U,,
Uy, U, 1 Uy za m oko navedenih osa, dobija se tablica grupe Dj.

[Cu|l e [Ca]CE[CE] 0w on|oy|oa] [Ks] L[ i [-1]-1] g [-K[-g]F ]
e | e |Cy|C3CP om0 oy |0 11 i |=1|=i| g |—k|l—g| Kk
Cy |C4|C2|C e |[oa| 0| 0w oy i1 |=1|—-1|1]| k
CC:1CE e |Culloy|oa|ow| o] [—1]—1]—1] 1|1 ||—
CiC3l e |Cy|Cslloy |0y |04 | 0s —i||=i| 1|1 |=1|—=k|—=g| k|
0y |0z |0y |0y 04| € |Cy|CTICY 91l g |=kl=g] k ||-1{—=i| 1] i
Op || 0p| 0y |06 |0 C3l e |Cy|CF| || =kl|=k|—=g| k| 7| 1 |=1]=i]1
oyloalos| o |C2CE e |Cull [|=gll—g| k| 7 |=FK||1]i]|-1]—i
04 |00l |0op |0y | Cl C3C}l e kK k| |=kl—|—-i]1]1i]|—-1

T~
<
|
x

jedna od refleksija, generatori su C,, i o, a relacije C" = 0? = (C,,0)® = e. Tablice grupa Cy, D,
i Cy, su u tabeli D.1.

Resenje 3.10. Ako je k = iy, iz generatorskih relacija se nalazi k> = —1, ji = —k, pa su elementi
grupe Kg = {1,i,—1,—1,7, —k, —7,k}. Inverzni elementi su —171 = -1, it = —i, 57! = —5 i
k—! = —k. Tablica grupe je data u tabeli D.1.

Resenje 3.11. Proveriti po definiciji ili iskoristiti teorem 3.1, (i-ii).
Resenje 3.12. Proveriti po definiciji ili iskoristiti teorem 3.1.

Resenje 3.15. Skup je ocigledno zatvoren, sadrzi e, i za svaki njegov element h*, sadrzi i njegov
inverzni element A"~°. Ocigledno je da svaka podgrupa koja sadrzi h, zbog svoje zatvorenosti,
mora sadrzati sve stepene h, tj. ceo ciklus.

Resenje 3.14. Ako je z,2 € Z(S), tada je za svako s € S ispunjeno (zz')s = z(2's) = zs2' =
sz2', tj. 2z € Z(S); mnoZenjem uslova zs = sz sleva i zdesna elementom 27!, dobija se
z7ls=s271 pajeiz! € Z(S). Analogno za normalizator.

Reienje 5.15. Invertujudi sve elemente koseta aH, dobija se skup (aH)™' = {a=!, hyta™!, ...},
koji je, zbog zatvorenosti podgrupe i jedinstvenosti inverznog elementa jednak sa Ha ' =
{a=', hoa™!,...}. Ako b ne pripada aH, tada ni b~! ne pripada Ha™! (inace, ako je ha™t = b~}
sledi b = ah™ € aH), te su inverzi leve upravo desna transverzala. Pri fiksiranoj transverzali,

T = {t1,..., ty}, 1 koset H t;l se mnozenjem sleva elementima ¢, preslikava u skupove koji su
|7

disjunktni, i sadrze isti broj elemenata kao i H, te je U,

t,H tq_l nova particija grupe.

Resenje 3.10. Za trivijalnu podgrupu {e} svaki element je jedan koset, a cela grupa je transver-
zala; za trivijalnu podgrupu G, sama grupa je jedini koset, a svaki njen element moze biti uzet
za transverzalu (jednoclana). Ostale podgrupe su:

C,: Hy = {e,C?}, Ty = {e,Cy}.
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C4v: H, = {6702}7 Ty = {670470x70a}7 Hy = {E,UI}, T = {6, 04702702}7 Hz; = {e,aa},
Ty =Ty, Hy = {e,0,}, Ty = T, Hy = {e,op}, Ts = To, Hg = {e,Cy,C3,C3}, T = {e, 0.},
H7 = {6, CE,O’x,O'y}, T7 = {6, 04}, Hg = {6, 042,0'(1,0'(,}, Tg = T7.

Resenje 5.17. Preslikavanja definisana na generatorima 7w +— C,, — C,, ¢ — U +— o su izo-
morfizmi S5 — D3 — Cj3, (oznake iz zadataka 3.8 1 3.9). Za svako n u grupama D,, i C,, se
generatorske relacije dobijaju za a = C,, i b = U, odnosno b = 0.

Resenje 5.18.  (ab)™' = a~'b~!. Samo za Abel-ove grupe je (ab)™' = b~'a™!, tj. i(g) je morfizam,
pa kako je ocigledno bijekcija, tada je i automorfizam.

Resenje 3.19.  fu(gg’) = hgg'h™' = hgh='hg'h™' = f1.(9)fn(d"), pa je fr homomorfizam. Kako
je fue(g) = (hk)g(hk)™' = h(kgk=Y)h™ = fi.(fr(9)), Int G je grupa koja je homomorfni lik grupe

(. Jezgro je centar grupe (G, jer se svakom elementu centra pridruzuje identi¢no preslikavanje.
Resenje 3.20. Jedan izomorfizam je a — i,b — 7.

Resenje 3.21. Kao podskup Descartes-ovog proizvoda G x X, skup S = {(g,x) | 7(g)z = x} se
moze prebrojati na dva nacina (po vrstama ili po kolonama): [S| = 3" |X,[=>", |G.|. Ako su

= [X/GlG].

x; predstavnici orbita, poslednja suma je le):({a |0;]|G.,

Resenje 3.22.  Ako je dejstvo tranzitivno, orbita je ceo skup X, a ako je slobodno, mala grupa
svake tacke je {e}.

Resenje 3.23. Postoje dve orbite, jednu ¢ine 4 jona X, a drugu jon Y. Uz oznake zadatka 3.16
je Gy = Cy, G4 = Go = H3, Ggp = Gp = H;.

Resenje 3.2/. Rotacije u R3: koordinatni pocetak je jedna orbita, sa malom grupom jednakoj
celoj grupi; svaka sfera pozitivnog radijusa je jedna orbita, a malu grupu tacke na takvoj sferi
¢ine sve rotacije oko radijus vektora te tacke. Jedan stratum je koordinatni pocetak, dok ostatak
prostora ¢ini drugi stratum.

Cy,: Koordinatni pocetak je jedna orbita (mala grupa Cly,), i ceo stratum. Tacke na vertikalnim
ravnima simetrije daju cetvoroclanie orbite, jer njihova mala grupa sadrzi pored jedini¢nog ele-
menta i tu ravan refleksije; medusobno su konjugovani par stabilizatora sa ravnima koje sadrze
koordinatne ose (drugi stratum) i par stabilizatora sa simetralama koordinatih osa (teci stratum.
Ostale tacke pripadaju osmoc¢lanim orbitama, sa malom grupom {e}, te one ¢ine peti genericki
stratum.

Resenje 3.25. Ovo je alternativna slika Lagrange-ovog teorema. Orbite su (desni) koseti, dok
bi definicija I(H)g = gH dala leve kosete. Dejstvo je slobodno, jer iz hg = g sledi h = e. Nije
tranzitivno (osim ako je H = G).

Resenje 3.26. Neka je p < N najmanja duzina ciklusa u permutaciji A € Sy. Tada A\ ostavlja
nepromenjenima elemente permutovanog skupa obuhvacene ovim ciklusom. Ako u permutaciji
postoje i ciklusi vece duzine, A? ne fiksira sve elemente skupa. No, kada je A(g) € S|¢ multipli-
kativno dejstvo elementa g na samoj grupi, postojanje ciklusa razli¢ite duzine protuvureci lemi
preuredenja: iz g’h = h sledi da je ¢g? = e, i ¢g” mora fiksirati sve elemente skupa. Dakle, svi
ciklusi permutacije A(g) moraju biti iste duzine, npr. k. Jasno, tada je A\*(g) jedini¢na permu-
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tacija, te je k umnozak reda p elementa g; ali k ne moze biti veée od p, jer \P(g) tada ne bi bila
jedinicna permutacija.

Resenge 3.27. Cy: Abel-ova grupa, pa je svaki element jedna klasa; pri tome su {e} i {C%}
ambivalentne.

Cy: C' ={e}, C? ={C}}, C* ={Cy,C3}, C* = {04, 0.}, C° = {0,,0p}; sve su ambivalentne.

Resenje 3.28. Ako je 7;; transpozicija elemenata 7 i j, lako je uveriti se da je za svaku drugu
transpoziciju 7y, iSpunjeno T, = (TjnTim)Tij(TimTjn). Pri tome su proizvodi u zagradama na
levoj i desnoj strani 7;; medusobno inverzne permutacije. U specijalnim slucajevima, kada parovi
{m,n} i {7, 5} nisu disjunktni, lako se dobijaju jos jednostavniji izrazi. Uopsteno: klasa konju-
gacije grupe .S, je tacno skup svih permutacija jednake forme u ciklicnom zapisu permutacije.

Resenje 3.29. Neka je h € C*C7 i C(h) = C*, i pri tome se pojavljuje m puta, tj. postoji m
parova elemenata iz C* i CY ciji je pr01zvod h: h = hih] =--- = hi hi . Tada za svaki element
ghg™' € C(h) vazi ghg™* = gh g lghig™t (s =1,...,m). Svi elementi gh’g~! medjusobno su
razlic¢iti, kao i elementi ghlg~! (jer je konjugacija automorfizam), pa se i ghg™! u C'CY pojavljuje
tacno m puta. Komutativnost mnozenja klasa se dobija analizom ¢injenice da je svaki element

hihi € C'CY jednak b (Wi~ 'hikd) € CIC".

Resenje 3.50. 1. Zbog komutiranja je svaki element klasa, i svaka podgrupa sadrzi cele klase;

2. svaki element centra je klasa;

3. posto pored podgrupe postoji samo jedan koset, on je i levi i desni;

4. sledi iz 3.

5. element 1 je reda 1, element -1 reda 2, a ostali su reda 4; stoga su netrivijalne podgrupe ili
{1,-1} = Z(Ky) ili mkhcne grupe generisane nekim od preostalih elementa; posto su reda 4,
indeks im je 2.

Resenje 3.31. Neka je H proizvoljna podgrupa indeksa 2: Lagrange-ova particija je G = H+sH
(gde je s proizvoljni element koseta G \ H), a H je invarijantna (zadatak 3.30). Posledica
invarijantnosti je da je s® iz H (suprotna pretpostavka, s* = sh daje kontradikciju). Proizvoljni
element grupe g jeili iz H, ili iz sH. U prvom slu¢aju mu je i kvadrat iz podgrupe (zatvorenoost
podgrupe). U drugom, g = sh povlaci g> = shsh = s*h’'k (invarijantnost daje hs = s'h); svi
faktori su iz H, pa i njihov proizvod.

Resenje 3.32. Medu podgrupama grupe Cy, (zadatak 3.16) invarijantne su, pored trivijalnih,
H,, Hg, H; i Hg, jer se sastoje iz celih klasa (zadatak 3.27). Faktor grupe trivijalnih podgrupa bilo
koje grupe su F, = G, Fg = {e}. Za ostale je I} = {H,,C4Hy,0,Hy,0,H1},Fs = {Hg,0,Hg},
F, = {H;,CyH;}, Fys = {Hg,Cy4Hg}; F je izomorfna Klein-ovoj grupi Ds, a ostale grupi Cs.
Posto je F, izomorfno sa Dy a Fg,, sa Cy, Cy, se homomorfno moze preslikati u apstraktne
grupe Cl, CQ, D2 i D4.

Resenje 3.353.  Ako je m = ||H“ prost broj, faktor grupa, buduéi reda m, mora biti C,,. S, /A,

je izomorfna sa Cy, a elementi su joj koseti parnih i neparnih permutacija.

Resenje 3.3/. Elementi faktor grupa su koseti N: oni u H ¢ine podskup svih u GG. Svi iskazi se
proveravaju simultanim posmatranjem grupa G i H i njihovih koseta po N.
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Resenje 3.36. Podéi od definicije kompleksnih brojeva kao uredenih parova realnih, z = (z,y) =
x + iy, sa sabiranjem (x,y) + (2/,y) = (z + 2",y + /).

Resenje 3.35. Kod svih ovih grupa Cs je invarijantna podgrupa, ali i odgovarajuca faktor grupa.
Resenje 3.37. Proveriti direktno, mnozeéi matrice.

Resenje 3.38. Na osnovu zadatka 3.37. Za tacku z takvu da je 2z/a € Z mala grupa je izomorfna
sa C1p, a orbitu ¢ine tacke z +ta (t € Z). Inace je mala grupa {e}, a orbita skup tacaka +z +ta
(teZ).

Resenje 3.59. Proveriti ispunjenost uslova iz definicija razlicitih tipova proizvoda.

Resenje 5.40. w(h,k)m(W k' )g = w(h,k)(W'gk'~*) = hh'gk/"'k~' = w(hh', kk')g, te je u pitanju
dejstvo, ¢ija je orbita HgK ' = HgK. One ¢ine particiju, a fiksirajuéi h (tj. k) uocava se
da se sastoje od celih koseta hGK (tj. Hgk). Ako je H (ili K) invarijantna, HgK = gHK
(HgK = HKg); posto je HK u tom sluéju podgrupa (lema 3.3), dobijaju se desni (levi) koseti
ove podgrupe.

Resenje 3./1. Ako se sama definicija vidi kao osnovna formula reprezentovanja, matric¢ni ele-
menti direktno slede. Odavde je E(g) = 1 ako i samo ako 7(g) fiksira svaki element transverzale:
ker £ =(,G., =), 2, Hz, zbog teorema 3.3.

Resenje 3.4/2. Formalnim linearnim kombinacijama nad elementima iz X, dobija se prostor
span (X), u kome deluje X(G). Dejstvo grupe na X, prosirenjem po linearnosti, postaje opera-
torska reprezentacija D¥ (G) (kako je dejstvo grupe na X homomorfizam, i D¥ je homomorfizam),
gde za bazisni vektor | ), pridruzen tacki = iz X, vazi D(g) | ) =|y), ako je gz = y. Stoga
je dimenzija reprezentacije |DF(G)| = |X|. U bazisu {| z) | * € X} matrice reprezentacije se
dobijaju formulom reprezentovanja: DZI;: = d(y, gx). Matrice su blok-dijagonalne, po jedan blok
za svaku orbitu, a svaki blok je osnovna reprezenacija te orbite, tj. reprezentacija iz zadatka 3.41
gde je H stabilizator orbite.

Resenje 3.43. Metod konstrukcije odmh daje D;;(g) = 6(z;, 92;) = 5(zizj_1,g), tj. dobijena je
reprezentacija iz zadatka 3.41, uz H = {e}. Uslov D;;(g) = d;; je ispunjen samo za g = e, tj.
ker £ = {e}, i reprezentacija je verna.

Resenje 5.44.  D(h)D(g)f(x) = D(h)f(g~'x) = f(g~'h~'z) = f((hg)~'z) = D(hg)f(x). U
izrazima g treba shvatiti kao brojnu matricu, tako da je ¢g~'x vektor ¢ije su koordinate linearne
kombinacije odabranih koordinata u R™. Operator D(g) je dualan operatoru D¥(g) iz zadatka
3.42 (G je grupa transformacija na R™).

15 0
A 0 0 1
C,.: DE(C,) = (0 AT); D®(o,) = (]14 04).

Resenje 53.46. Operatori preslikavaju bazis u bazis, te su nesingularni, a homomorfizam se lako
proverava.

Resenje 3./5. Cy: DE(Cy) = (0 1) = A,
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Resengje 5.47. Operator C je pozitivan jer mu je takav svaki sabirak DT(g)D(g). Jedinstveni
pozitivni koren T (C' = T?) daje unitarnu reprezentaciju D'(G) = TD(G)T': za svako g iz
G vazi D''(g)D'(g) = (I7'DN@T)TD(9)T) = T~ (g e D' (9) D (W) D(h)D(9)) T =
T‘l(ﬁ > e D(hg)'D(hg))T—' = 1 (poslednja jednakost sledi iz leme preuredenja: izraz u
zagradi je jednak T?).

_ (-1 —V3 (-1 V3 (11
R&S@ﬂ]@ ‘))48 C3v- D6<C3> - 2 (\/§ -1 ) De(0a> - 2 \/§ 1) Df(C3) —\=1 0/
D¢(o,) = (? é) Za operator prelaska iz jednog u drugi bazis, A = % <(2) ﬁ), je Dy =
A~'D.A. Unitarna je samo D,.

pic = (3 ) oo = (1 g) ortca = (3 31 prten) = (1 1) operator

prelaska iz jednog u drugi bazis, A = ‘/75 _11 1 zadovoljava Dy = A™'D,A. Unitarne su obe
reprezentacije.
0 -1 0 1 0 O
Resenje 3.49. D' (Cy) = D®™(Cy) = |1 0 0], D?(o,) = —D"(0,) = [0 —1 0],
0 0 1 0 0 1
1 0 0
Dr(U,)=D"(U,) =10 —1 0 |. Jednake su ako grupa sadrzi samo rotacije (Cy i Dy).
0 0 -1

Resenje 3.50. Kompozicija homomorfizama det i D je homomorfizam.

I r+7o
0 1
zovan vektorom (1,0)7 je invarijantan. Matrica D(r) ima dvostruku svojstvenu vrednost 1,
ali je samo gornji potprostor svojstveni, te nema komplementarnog invarijantnog potprostora, i
reprezentacija je reducibilna, ali nerazloziva.

Resenje 3.51. Uslov homomorfizma: D(r)D(r') = ( ) = D(r +r'). Potprostor obra-

Resenje 3.52. Svaki vektor y € H, je linearna kombinacija skupa {z, = D(g)x | g € G}. Stoga
je D(h)y = D(h) Zg Coy = Zg cgThg € H. Reprezentacija je ireducibilna ako i samo ako je
orbita svakog nenultog vektora obrazujuéi skup (novi kriterijum ireducibilnosti).

Resenje 3.53.  Direktnom proverom.

Resenje 3.54. Komporzicija G — G/H — D(G/H) kanonitnog homomorfizma i reprezentacije
je homomorfizam grupe G.

Resenje 3.55. Zbog homomorfizma ove matrice komutiraju sa svim matricama reprezentacije,
pa su skalarne zbog teorema 3.9.

Resenje 3.56. Neka je {u;} bazis u U. Za svaki v € V postoje operatori A;; u V takvi da
je A(u; ® v) = > u; @ Ajv. Tada pretpostavljena komutacija A(1 ® D(G)) = (1 ® D(G))A
daje A(1 ® D(G))(u; ®@v) = (1 ®@ D(G))A(u; @ v) = > u; ® A D(G)v = . u; @ D(G)Ajv.

Posto su u; linearno nezavisni, iz prve Schurr-ova leme je A;; = a;;1. Uzimajuci skalare aj; u
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osnovnu formulu reprezentovanja u prostoru U, tj. Uu; = ; ity definise se operator U koji
zadovoljava trazenu jednakost.

Resenje 5.57. Cy = {e}: An(e) =e?™ =1, m = 0; samo jedini¢na, unitarna.

Cs = {e,Cy}: A,(Cs) =e™ =1, m = 0,1; jedini¢na i alternirajuca, unitarne.

Cy A,(C5) = ILmS =i m = 0, %1, 2; sve su unitarne.

SO(2): Kompaktna Abel-ova grupa, te su ireducibilne reprezentacije jednodimenzionalne i uni-
tarne, tj. faze: DW(¢) = e/"(9). Zbog homomorfizma, DW (¢ + ¢') = DWW (¢) DM (¢'), sledi
el MO+ 1)) = el () te je fH(¢) = me. Pri tome mora biti D™ (27) = D(e) = D(0) = 1,
pa je kompletan skup ireducibilnih reprezentacija D™ (¢) = e™® m = 0,+1,....

T: Grupa je cikli¢na, ali nije kompaktna. Kao i za SO(2), homomorfizam zahteva D®) (1|t) = el
uz uslov Rek € (=7, 7] i Imk € R; unitarne su samo za realno k.

Resenje 5.58. lzraz za matriéne elemente permutacione reprezentacije daje DL (9) = 0, g,
pa je karakter x'(g) jednak broju nepokretnih tacaka za element g. U primeru je x* =
(5,1,1,1,1,3,1,3), pa je DY =2A,® B, ® E.

Resenje 3.59. xP'(Cy) = x™(Cy) = (3,1, —1,1), te je

DpU(C4) = DaU(C4) = A0<C4) %) A1(04) () A_1(04).

X (Cy) = (3,1,—-1,1,1,1,1,1), x*(Cy) = (3,1, -1,1,—-1,—-1,—-1,—1);
D (Cyy) = Ag(Cuy) ® E(Cyy), D" (Clyy) = By(Cuy) ® E(Cly).

Resenjge 3.60. S, /A, = Cy ima dve ireducibilne reprezentacije, Ao(Cy) = 1, A1(Cs) = —1. Dve
ireducibilne reprezentacije S,, su pridruzivanje brojeva neparnim =+1, a broja 1 parnim permuta-
cijama. Sa druge strane, za sve transpozicije vazi 72 = e, pa ako je D(S,) jednodimenzionalna,
mora biti D(7) = £1. Pri tome, poSto su sve iz iste klase, transpozicije imaju isti karakter, pa je
istovremeno za sve njih D(7) ili 1 ili —1. Sledi da su parne permutacije u jednodimenzionalnim
reprezentacijama reprezentovane sa 1, a neparne na isti nacin kao i 7.

Resenje 53.61. Konjugovanjem, uslov homomorfizma pocetne reprezentacije, daje homomorfizam
za konjugovane matrice. Istovremena ireducibilnost zato sto se |—(1;| >, X (9)x(g9) = 1 ne menja

konjugacijom (kriterijum ireducibilnosti).

Resenje 3.62. Ako je D(g) = e projektivna reprezentacija, onda je ¢(g, h) = el0otm=7n) 4
uslov (3.4) je zadovoljen. Za c(g) = e je ¢(g)D(g) = 1, uz trivijalni faktor-sistem.

Resenje 3.63. (D'(gh)é)(x) = &(D((gh) )x) = &(D(h~)D(g x) = ( "(M)E)(D(g~)z) =
(D'(g)D'(h)€)(x). Za matrice u biortogonalnim bazisima vazi D'(g) = D! ( ) ~ D*(g).

Re§enje 3. 64 DP ® Dpv = 3A0 + BO + AQ + 232 —+ 4E

Resenje 3.65. Za M € Hom(B,A),a € Aib= Ma € B je B(g9)b = (B(9)MA~(g9))A(g)a, tj.
grupom preslikani vektori A(g)a i B(g)b su povezani prelikanim operatorom gM = B(g)M A™Y(g),
¢ime je definisano (super)operatorsko dejstvo. Identifikacijom (podrazumevanom u Dirac-ovo]
notaciji) Hom(B,.4) i B® A*, M je vektor iz B ® A*, a gM = (B(G) ® A*(G))M. Relacija
povezivanja, M A(G) = B(G)M u formi M = B(G)MA™!(QG), postaje (B(G) @ A*(G))M = M,
tj. operatori povezivanja su fiksne tacke dejstva B(G) @ A*(G).



148 DODATAK D. RESENJA ZADATAKA

Resenje 5.60. Ekvivalencija 1(G) ® D(G) i 1y(G) ® D'(G) je ocigledna (npr. preko karak-
tera), i medu operatorima koji ih povezuju je svakako i V' = 1 ® V svakako ostvaruje. No tada
za svaki drugi operator povezivanja X vazi V'~ (1(G)®@ D(G))V' = X (1 (G)® D(G))X, te
XV komutira sa 1 (G) ® D(G). Prema zadatku 3.56 vazi XV'"' = U@Ly, tj. X =UV.
Zapaziti da nije koris¢en homomorfizam, te rezultat vazi i opstije, npr. za projektivne reprezen-
tacije.

Resenje 3.67. Antisimetrizujuéi nekorelisani bazis {|i1) ® ---® | ip|) | i = 1,...,|D|} |D|-
tog tenzorskog stepena prostora reprezentacije D(G), uvek se dobija nulti vektor, osim kada
je {ir,...,ip)} = {1,...,|D|} (skupovna jednakost, tj. i, su medjusobno razliciti, a redosled
varira). No, u drugom slucaju se nezavisno od redosleda nalazi (do na znak) isti antisimetrizovani
vektor |A) =37 o (=1)" |71) ® --- @ |7|D|) (parnost permutacije 7 je 7). Dakle, prostor je
jednodimenzionalan, a direktna provera daje (D(g) ® ---® D(g)) | A) = det D(g) | A).

Resenje 3.68. ﬂ = |G| Z X (g)xW(g) = Opr-

Resenje 5.69. Na osnovu zadatka 3.65, svaki operator povezivanja M je fiksna tacka dejstva
B(G) ® A*(G). Stoga pripada potprostoru jediniéne reprezentacije, cija je dimenzija: fpga. =
|G| Zgw Fefiax®(9x™(g) = ZW fefi al Z X¥(gx (g) = Z fifs Schrodinger-ove
leme su specijalni slucajevi kada razlaganja A i B sadrze samo po jednu Jednostruku ireducibilnu
komponentu. Analizom sluc¢aja kada A i B sadrze samo multiple iste ireducibilne reprezentacije,
postaje jasno da je Homg (A, B) = @, Homg(f4DW, frDW).

Resenge 3.70. U bazisu {|Y),|A),|B),|C),| D)}, matrice generatora su

1 0 0
DP(Cy) =10 0 1]iDP(o,)= (é j ), a standardni bazis {| Ap,1,1) = (1,0,0,0,0)7,
0 13 0 !

1 1 11 _1\T (Ll _i _1 i\T
: i 5) |TB27171> (0727_5757_5) 7|E7171>_(07§7_§7 575) )
|E7172> (0727_57_ ) }

u standardni vektori vektorske reprezentacu

) wIH-
NI,

U Descartes-ovom bazi
{] Ao, 1,1) = (0,0, 1)T, | A1, 1,1) = ﬁ(l —1 O)T |A_1,1,1) = (1,1,0
DPY(Cyy): {| Ao, 1,1) = (0, 0,1) |E,1,1) = ‘/5(1 i )T ]E,1,2>

2

DaU(CM) {|BOa > (07071) 7|E> ) > ﬁ(l —i O) |E71a2>

2

VﬂQ

}
*(1,1,0)7;
22(~1,1,0)7}.

hwﬁ

Resenje 3.71. Za jedini¢nu ireducibilnu reprezentaciju 1(G) definicija standardnog bazisa daje
D(g) | 1t41) =] 1t41), te je H' potprostor fiksnih tacaka reprezentacije D(G). No, za ovu
reprezentaciju je jedini grupni operator qul ), a on je po definiciji 3.21 upravo G(D). Da bi vektor
bio invarijantan za celu reprezentaciju, dovoljno je da bude fiksna tacka generatora. Pokazati
da [[; P, smanjuje normu svih vektora koji nisu iz preseka, tj. fiksirani. Poslednji deo je samo

drugacije zapisano prethodno opazanje.

Resenje 3.72.  Operatori D(g) komutiraju sa operatorima A(m) (ovo je zapravo ocigledno zbog
nezavisnog i istovetog dejstva D(g) u faktor prostorima):

D¥(g)A(n) 1, 5N = DN(Q) [Jr=11s - Jrmin) = Z D;, _11(9) T DiNjW_lN(g) i1,y iny,
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A(W)DN(Q) |j17'”7jN> = Z Diljl(g)"'DiNjN(g) |j17~'7jN> =

- Z Diljl(.g)"'DiNjN(g) |Z‘7r*11a~-'>i7r*1N>;

smenom indeksa ir-1, > 45, i nocavanjem da je D; _; (9) = Dy, ; _, (g), poslednja dva izraza se
izjednacavaju. To znaci da se operatori D (G) redukuju u svim invarijantnim potprostorima za
A(Sy) (komutiraju i sa grupnim projektorima). Za N = 2, iz definicije sledi
2
[D*(9)jrjasinia =

5 (D50 (9)D1(9) + Dyt (9)D;10(9)),

1
{D2<g)}j1j2,i1i2 - é(Djlil (g)Dj2i2 (g> - Dj2i1 (g)Djliz(g))7
pa je

(3 (9)) = 5{(Te D)) + Te (D)) = 50¢) + x(6)),
{X*(9)} = %((Tr D(9))* = Tr (D*(g))) = 5(x*(9) — x(¢))-

Resenge 3.73. Na osnovu (3.7), izraziti x(g?) preko Tr [D?(g)]+.
Resenje 3.7/. TrG(DW @ D) = |G| >y X (g)x(g) = f* (teorem 3.12).

Resenje 3.75. Na osnovu zadatka 3.65, G(D® D™") je projektor na potprostor Home(H, H*)
u Hom(H, H™). Njegove fiksne tacke su operatori povezivanja, a oni povezuju ekvivarijantne
vektore (koji se transformisu na isti nacin). Rang modifikovanog projektora, Tr G(D @ DW"),
je broj takvih nezavisnih povezivanja, a zadatak 3.69 to je upravo frekvencija ff; (zadatak 3.74).

Resenge 3.76. Clebsch-Gordan-ove serije su (m,n = 0,2, k = (m + n)mod2): A, ® A, =
B, ®B, = A, A, ® B, =B, ®A, =By, A, dEF =B, E=E® A, = F® B, =F,
E®RFE = Ayg+ By+ As+ Bs. Za proizvode jednodimenzionalnih reprezentacija svi nenulti Clebsch-
Gordan-ovi koeficijenti, tj. oni koji su dozvoljeni serijama, su 1. Ostali nenulti koeficijenti su:
(Ao, 1; B,1|E,1,1) = (Ay, 1, E,2 | B, 1 >71 (By,1;E,1|E,1,1) = —(By,1; E,2 | E,1,2) = 1,
(Ag, 1, E 1 |E,1, 2) = (A2, 1, E,2 |E,1,1> —(By, 1 E,1|E,1,2) = (B, ; E,2 |E,1,1) =1,
(B, 1;B,2 | Ay, 1) = (E,2; B, 1 | Ag, 1) = 22, <E 1;E,2 | By, 1) = —(E,2; E,1| By, 1) = *2,
(B,1;B,1 Ay, 1) = (E,2;B,2 | Ay, 1) = 2 (E, 1, E,1 | By, 1) = —(E,2;, E,2 | By, 1) = ¥

Resenje 3.77. U navedenom slu¢ju je rang projektora 1, te su mu sve nenulte kolone propor-
cionalne. Normiranjem se dobija jedinstveni (do na fazu) vektor | A, ¢\ = 1), ¢ije su koordinate
u nekorelisanom bazisu (apsolutni bazis, u kome se ra¢una) upravo Clebsch-Gordan-koeficijenti.
Kada je frekvencija veca, postoji nejednoznacnost u izboru bazisa |At,), no kada se jednom odredi
(u skladu sa nekom konvencijom), opet se na isti nacin dobijaju odgovarajuci Clebsch-Gordan-ovi
koeficijenti.

Resenje 3.75.  Rezultat su reprezentacije Aa:, BSE, Af, Bf i E*, koje su na podgrupi Cy, upravo
odgovarajuce reprezentacije podgrupe, dok se o, reprezentuje sa £1 u reprezentacijama dimenzije
1, asa +1, u E*.
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Re§enje 3.79. C42 Ao(C4U) \L C4 = Bo(C4U) i C4 = Ao(C4), A2(C4U) i C4 = BQ(C4U) \L C4 =
A5(Cy), E(Cy,) | Cy = A1(Cy) & A_(Cy).

{e,o.} = H: Ay(Cy) L H = Ay(Cy,) L H = Ay(H), By(Cy,) L H = By(Cy,) L H = By(H),
E(Cuw) L H = A(H) & Bo(H).

Resenje 3.80. Dy(Cu) = Ai(H) 1 Cu (i = 0,1): Do(Cy) = Di(Ca) = <]?3 é) Do(o,) =

—D1(0,) = <(1) 53) Reducibilnost se vidi iz dimenzije (4> = 16 je vece od reda grupe), ili na

osnovu karaktera.
Resenje 5.81. E(g) =3, EP = B @1(h(g,2,) =>_, EF @ 1 = (1(H) T G)(9).

Resenje 3.82. 1z zadatka 3.81 i teorema 3.19 je fg(c) =TrH(1® DW) = ffg(u)*(GnH'

Resenje 3.83. C,. Svaka od reprezentacija A;(C3y) (i = 0,1) je jedna orbita, i mala grupa

1 0

10 L 0 0 K, .
(O (—1)%)) Di(Cy) = Dy(Cy) = (O Li)’ Dy(0,) = (Ki 0 ) Razlaganja su Dy = Ay ®

By®Ay®Byi D, = 2E, pasu asocirani skupovi A©) = {4, By, Ay, By} i AV = {E}. Suzavanjem
ireducibilnih reprezentacija grupe Cy, na C5 dobija se isti rezultat.

C;: ireducibilne reprezentacije podgrupe su A,,(C,) (m = —1,0,1,2). Orbite su O© = {A},
0® = {Ay}, OFY = {A_}, A}, a male grupe L©® = 0@ = C,,, L&Y = C,. Odgovarajuée

m

. . o . —1)
je u oba slucaja Cy,. Odgovarajuée indukovane reprezentacije su (L; = 0 ( )), K, =

indukovane reprezentacije su D,,(Cy) = (1 (_Ol)m) i Dy, (0,) = Ja. Lako se nalaze razlaganja:

0
zam=0,2 D,, = Ay, + By, azam = +1 D,, = E. Stoga su asocirani skupovi A® = {Ay, By},
A®?) = {Ay By}, AD = {E}, i, suzavanjem na Cy se proverava Frobenius-ov teorem.

Resenje 3.84. 'Treba se podsetiti da je izbor A(L) (na osnovu Schurove leme 3.9) nejedno-
znacan: 1 operatori ¢(¢)A(¢) uspostavljaju trazenu ekvivalenciju za proizvoljne nenulte bro-
jeve c(0). Za 00 vazi AY(H) = A-Y(AL (H)AL), ali i Al (H) = AW(@e—L0-LHr) =
ATHYAW T HOAW) = AH)ATHO)AW(H)A(L)A(L). Schurova lema daje A(O)A(Y) =
oAl YA, tj. iskaz (a). Drugi izbor operatora A(L), buduéi sveden na mnozenje opera-
tora A(L) skalarima c¢(L) daje ekvivalentnu (odeljak 3.2.10) projektivnu reprezentaciju. Izbor
A(h) = AW (h) je dozvoljen; delimi¢ni homomorfizam odmah sledi, kao i jednakosti za faktor-
sistem (u poslednjoj treba iskoristiti (3.4)), sto dokazuje (b). (c): Vazi A'(¢h) = A'(0)A'(h) =
c(O)A(L)AW(R) = c(£)A(Lh), nezavisno od h.

Resenje 3.85. C4,: Rezultat je u tabeli 3.2, a resenje neposredno sledi iz resenja zadatka 3.83.
Kjs: Ponavljajudi istu proceduru kao za Cly,, samo za generatore i1 7 (umesto Cy i 0, ), nalazi se
tabela ireducibilnih reprezentacija u kojoj su Ag, By, A2 i By za generatore iste kao za Cl,, dok

je E(i) = E(Cy), ali E(j) = (? _01)

Resenje 3.86. Orbite i male grupe reprezentacija grupe Cy su odredene u zadatku 3.83. Za m =
0,2, tj. reprezentacije A,,(Cy) je L™ = Cy, = Cy A {e,0,}. Ireducibilne reprezentacije grupe



D.4. LIE-JEVE ALGEBRE 151

C, = {e, 0.} suzadate sa d*)(0,) = +, pa se direktnim mnozenjem dobijaju A,,(C,)@d™®)(C,) i
to su A,,(Cy,) i By(Cly). Prestale dve reprezentacije ¢ine jednu orbitu, O™, sa malom grupom
LW = C, A {e}. Trivijalna grupa ima samo jedini¢nu reprezentaciju, pa preostaje indukcija
A(Cy) 1 Cy, cime se dobija reprezentacija F(Cy,).

Resenje 5.87. Sve unitarne ireducibilne reprezentacije grupe T'(a) su Ax(z) = e #*¢ za k €
(—m/a,m/a]. Kako je Cyj reda 2, male grupe mogu biti ili T'(a) ili cela grupa. Iz Ag(opzop) =
Ap(—z) = A_k(2), sledi da se za k = 0,7/a dobijaju po dve jednodimenzionalne ireducibilne
reprezentacije (AT (1|2) = 1, AZ(on]z) = £1, i A%, (1]2) = (=1)%, AL (on]2) = £(—1)?)

w/a T/a
dok za ostale vrednosti k£ € (0,7/a) dvoclane orbite {k, —k} daju po jednu dvodimenzionalnu
0 eikza

—ikza
ireducibilnu reprezentaciju: Ejy(1|za) = (e 0 eigza), Ex(op|za) =
—ikza
re 0

D.4 Lie-jeve algebre

Resenje 4.1. T je vektorski prostor po konstrukciji. Razlaganjem bilo kog vektora t€T" na
komponente iz sume, ¢t = ) t7, pokazuje se da je direktni proizvod asocijativan i linearan (jer
je mnozenje komponenti takvo), a da je T zatvoren na mnozenje.

Resenge J.2. Neka su {z1,...,2z,} 1 {v1,...,yn} dva bazisa algebre za koje je Azx; = vy, i
odgovarajuce strukturne konstante cfj i dfj Zamenom veze bazisa u obe strane jednacine y;y; =
> diyk, nalazi se izraz 3 AnA Al e = d).

Resenje 4.53. 1z E;jEy = 6, Ey sledi af;’kl = 050110k

Resenje 4.4. a) cfj = afj — aé‘?i; dobija se direktnom zamenom.
b) € 11 = 0is01t0kj — Oks0je0it, tj. [Eij, Era] = 0juEir — 013 B

Resenje 4.5. a) dim L = 1: po jedna, Abel-ova algebra nad R i nad C.
b) dim L = 2: Neka je bazis {z,y}, i [x,y] = az + Sy jedina moguéa nenulta komutaciona
relacija. Postoje 4 moguénosti:

1. a = B = 0; Abel-ova algebra dimenzije 2.

2. a#0, [ =0; promenom bazisa {a = z,b = £} dobija se nenulta strukturna konstanta
1, [a,b] = a.

3. a=0, [ #0;zamenom mesta vektora x i y svodi se na prethodnu.

1 1
4. a # 0, [ # 0; promenom bazisa pomoc¢u nesingularne matrice A = (é &)’ svodi se
na prethodne. o
Prema tome, za svako polje postoje 2 algebre dimenzije 2.

Resenje 4.6. a) Vektorsko mnozenje je kososimetricno i zadovoljava Jacobi-jev identitet. U
apsolutnom bazisu e; X e; = >, €;jk€k.
b), ¢) Proveriti po definiciji.
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Resenje 4.7. Kod svih podskupova u gl(n,F) su automatski ispunjene osobine komutatora.
Treba samo proveriti zatvorenost svih operacija: sl(n,F) je potprostor, jer je trag linearna ope-
racija, a trag komutatora bilo koje dve matrice jednak je nuli. Posto je jedini uslov Tra = 0
linearan, u pitanju je algebra dimenzije n? — 1.

Resenje 4.8. Kao u prethodnom zadatku, treba proveriti zatvorenost svih operacija: sops(n, F)
je otigledno potprostor; iz A, B € soy(n,F) sledi [A, BT M = (BT AT — ATBT)M = —M]|A, B,
a zbog AT = —MAM~! je Tr A = 0.

Resenje 4.9. a) so(p,q,F) je vektorski prostor: VA, B € so(p,q,F), (aA+ BB)TM(p,q) =
—M(p,q)(aA + BB). Dalje, trag komutatora svih matrica, pa i elemenata so(p, ¢,FF), je nula,

a zatvorenost komutatora sledi iz zadatka 4.8. Podmatri¢na struktura proizvoljnog elementa

so(p,q,F) je A = (baT d)’ gde su a i d kososimetricne matrice (njihov trag je uvek nula)

reda p i ¢, a b proizvoljna matrica tipa p X ¢q. Odavde sledi da je dimenzija algebre %p(p —
1) + %Q(q —1)+pg = n(n—1)/2. [Ay, %) = 6jSa — 0aSjk + 01;Ski — 0kiSiy, [Asj, An] =
dinAu + 0uAjk + 01 Aki + 0kiAij = [Sij, Sk

b) Cifcj = Eijk-

c¢) Lako se proverava da su iz so(1, 3,R), da su linearno nezavisne i ima ih 6 (kolika je dimenzija

algebre). [ry,r;] = >, cijurr = —[bi, bj] 1 [ri, 5] = > €ijibr.

Resenge 4.10. a) [A, B]' = [BT, Al] = —[A, B] za kosohermitske matrice, tj. i komutator je
kosohermitska matrica. Ostalo se dokazuje kao i ranije (samo su realne linearne kombinacije
kosohermitskih matrica kosohermitske, pa je ovo realna algebra, tj. nije podalgebra u gl(n,C)).
Jedan bazis su matrice {Dy, = iEy, — iEn,, Aij = Eij — Ej, Sy = 1B +1E;| k<n, 1< j}.
Stoga je dimenzija 2n(n —1)/2 +n —1=n?— 1.

b) C?j = Eijk-

c¢) Linearno su nezavisne, ima ih 8 i sve su iz su(3).

Resenje 4.11. Provera se vrsi kao i do sada. Bazis je kao za su(n), osim §to se Dy zamene

matricama iE;, i=1,...,n. Zato je dimenzija n?.

Resenge 4.12. 1z zadatka 4.8 sledi da je algebra. Neka je
a b
A= <c d> € sp(n,F), a,b,c,de gl(n,F).
Uslov ATM = —M A daje relacije a = —d?,c = ¢ i b = bT, odakle se lako nalazi dimsp(n,F) =
n(2n +1).

Resenjge 4.153. a) Trag komutatora bilo koje dve matrice je 0, tj. iz sl(n,F), pa je to ideal u
gl(n,F). Iz Schur-ove leme sledi da su im centri skupovi skalarnih matrica. Medutim samo nulta
skalarna matrica ima trag jednak nuli, pa je Z(sl(n,F)) = 0.

b) Skalarne kosohermitske matrice su (¢ € R): {icl} = Z(u(n)) = u(1). Z(su(n)) = 0.

c) Z(so(n,F)) =0.

Resenje J.14. t* je obrazovana skupom {p,}. Ostalo po definiciji.

Resenge 4.15. a) I jedno i drugo su realne algebre, i u bazisima iz zadataka 4.9.b i 4.10.b imaju
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iste strukturne konstante.

b) Obe su trodimenzionalne kompleksne algebre. Bazis iz zadatka 4.10.b je i bazis za sl(2,C), a
bazis iz zadatka 4.9.b obrazuje so(3,C) (sada su dozvoljene kombinacije sa kompleksnim koefici-
jentima). Prema tome imaju iste strukturne konstante i nad istim su poljem.

Re§enje 416 gl(n,IF) ad(Zf”EU)Ekl = Zij fij((sj‘kEil — 5liEkj)a tJ ad(zgijEij)p%kl =
EPF0q — €0

| 0 -& &
so(3,R): ad(r;) =r;, ad(d_&r)=1| & 0 =&
& & 0
0 —iy ip
Heisenberg-ova: ad(al + Sg+yp)=(0 0 0
0 0 0

Resenge 4.17. Linearnost preslikavanja je o¢igledna pa treba pokazati samo homomorfizam ko-

mutatora: [D(z), D(y)]z = Zijkl [a}xijaj, alykzaz]x = Zijkl xz-jykz(azajalaz + alazazaj) =

= Y wuyn(rala F alaja;a — dgajae; + afalaas) = D[z, y]).

Resenge 4.18.  Matrica forme je w = diag(1, —1), pa je nedegenerisana. span*(x+y) = span (z+
y).

Resenge 4.19. w(ad(z)y, z) = w([z,yl],2) = —w([y, 2], 2) = —w(y, [z, 2]) = —w(y, ad(zx)z).

Resenje 4.20. a) Neka je {x1,...,x,} adaptirani bazis u L, sa prvih m vektora iz ideala A.
Uslov da element z bude iz A+ je g(z,2;) = 0, i = 1,...,m. Ovo je linearni sistem od m
jednacina sa n nepoznatih (koordinate vektora z u datom bazisu). Matricu sistema ¢ini prvih m
vrsta g, pa je maksimalnog ranga, tj. ima n — m nezavisnih resenja.
b) U adaptiranom bazisu za proizvoljne elemente a i b ideala A vazi:

ad(a) = (61 ;) ,ad(b) = (g ;) ,g(a,b) = Tr (AB).

Matrice A i B su matrice pridruzene reprezentacije ideala.

Resenje 4.21.  b) Pokazati da za vektore u; = %(rZ +1b;) vaze komutacione relacije kao za vektore
r;, 1 isto to za kombinacije v; = %(n —1ib;), dok im se unakrsni komutatori anuliraju.
¢) Za bazis dekompleksifikacije uzeti onaj iz zadatka 4.10.b, i pokazati da se dobijaju komutacione

relacije kao u zadatku 4.9.c.

Resenje 4.22. a) lz zadatka 4.16.a se nalazi g(z,y) = 2nTr (zy) — 2Tr2Try. Skalarne matrice
su o¢igledno iz N(g), pa gl(n,F) nije poluprosta.

b) Na osnovu prvog dela je g(x,y) = 2nTr (zy). U standardnom Cartan-Weyl-ovom bazisu
{Di,Eij,Ej; | k=1,...,n—1;i < j} je g = 2ndiag(A4,B,...,B),sa A=21, 1iB = ((1) (1)>
Algebra je zato poluprosta.

c) g = —213. Poluprosta.

d) g = 0. Razresiva (u stvari je nilpotentna).
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Resenje 4.23. Ako je A = B+iC, gde su B i C realne matrice u nekom bazisu, i slicno g = h+ik,
osnovnom formulom reprezentovanja u dekompleksifikovanom bazisu se nalaze matrice

A B -C ([ 2h =2k
E=\c B) 9RT\-2k -2n)
Ako se u gr druga vrsta pomnozi sa i i doda prvoj, pa u novoj matrici prva kolona pomnozi sa i

i doda drugoj, nalazi se da je det gp = —4|det g|?, tj. istovremeno su obe determinante jednake
nuli ili razli¢ite od nule.

Resenjge 4.24. Heisenberg-ova algebra je razresiva.
Resenge 4.25. Proveriti da su ovi skalarni proizvodi invarijantni, a pozitivnost je poznata.

Resenje /.26. Proveriti da je ovaj skup jednak svom normalizatoru. Rang je n — 1. Cartan-
Weyl-ov bazis je: {H; = Eyj — Epp, B |i=1.n—1, k#1=1,..,n}. Pritome se koreni lako
dobijaju iz relacija: [Hl, Ekl] = 5zkEzl — 511E]W — nkEnl + 5lnEkn

r=1: {Hy, B2, Eo}.

r = 2: Na osnovu opstih razmatranja za sl(n, C), sledi da je jedan Cartan-Weyl-ov bazis:

1 0 0 00 O
{Hi=100 0 |,Hy=(0 1 0 |,FEw, Ex,E3, E3, Eas, B},
0 0 —1 0 0 —1
sa nenultim komutacionim relacijama: [Hy, Ey] = 01xFEy — 01 Ex1 — 03pEs + 031 B3y, [Ho, Exy) =
Sonlioy — OpBopy — O3By + s lisy, [Erg, o1l = Hy — Hy, [Eig, B3] = —E3y, [Ehg, Eys| = Es,
[Eo1, Eis] = Eas, [Eg, Esp] = —Esy, [Eis, B3] = Hy, [Ei3, B = Eig, [Es1, Eys] = —FEy,

[Eas, E3s] = Hy. Odavde se vidi da su koreni:

Resenje 4.27. Matrica iz zadatka 4.16.b ima svojstvenu vrednost 0 nedegenerisanu ako i samo
ako je " &2 # 0 (koeficijenti su kompleksni). Prema tome svi takvi elementi su regularni. Jedan
od njih je H = irs, i sa ad(H) svojstvene vrednosti su (osim 0) +1 i —1 sa svojstvenim vektorima
E. =iry —ryi E_ =1ir; +1re. Ovo je Cartan-Weyl-ov bazis, i standardna forma komutacionih
relacija je: [H,H]| =0, [H,E.]==+F,, [E,, E_]=2H. (Standardna forma iz teorema 4.6
dobija se delenjem korenih vektora sa v/2. Gornji izbor se uobicajio u fizici.)

Resenje 4.28. Iz teorema 4.6 nalazi se (d = "5"):

. 01
g =2diag(1,,A,..., A), A= (1 0) .
d

Resenge /.29. 1z |ad,a + la) x ad(E,) |ad,a) = [E,, E,] = 0, sledi da je ¢ = 0; za m = a,
(4.9) daje p — g = 2. Tako je p =2, iniz je {—a,0,a}.
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Resenje 4.50. U zadatku 4.26 su za bazis {H;, Ho, E;; | i # j = 1,2,3} odredeni svi vektor-
koreni. Pri tome su realni. Medu njima su pozitivni a',a? i a®. Posto je a' + a® = a?,
fundamentalni sistem je {a', a®}.

Resenje 4.31. Kako je m = M — ka, skalarnim mnozenjem sa a i delenjem a - a, nalazi se
=®me  gamenom u (4.10) za m/ = M, nalazi se ¢, = \/(M +1)(M 4+ m) - a.

a-a 2a-a

Resenje /.32. Neka je s = 1 (algebra je ranga 1), i M maksimalna tezina. Po teoremu 4.8
mora vaziti 222> — oM = 0,1, .... Odavde je M =0,1.1,.... D(E_; = E_) delujuéi na | M)

<1,1> » 2
spusta tezine za 1, ¢ime se dobijaju tezine M — 1, M — 2,.... Traze¢i M niz sa —s, nalazi se
p—q=2M = p, posto je ¢ = 0, za maksimalne tezine. Odavde: m = M, M —1,...,—M. Dalje

se primenjuje teorem 4.8.(ii), uz S = 1, jer je 1 jedini pozitivni koren. Neka je Cy, = (|| M +5S ||?
— || mA+S|?)~". Teorem 4.8.(ii) daje 1, = 23 0™ m k(M +k). Ovo je rekurzivna jednacina,
i reSava se izdvajanjem prvog Clana i ostatka sume: ng,, = 2Cn, Ny (m + 1) + ﬁnmﬂ).
Zamenjujuci vrednost C,, nalazi se n,, = N1, 1 poSto je maksimalna tezina nedegenerisana,
sve su takve. D(H) = diag(M, M —1,...,—M). 1z (M,l| DM (EL) |M, m) = ¢t & mt1, zamenom
m =M — (M —m) u (4.10) u kojoj je m" = M’, i koristeéi izvedenu vezu ¢, = ¢, nalazi se
DM — S/ (M F m)(M £ m + 1)6 e

lm

1
Resenje 4.55. Uputstvo: uzeti da je fundamentalni sistem {s' = (ig) , 82 = (_
>

)} (zada-

N
wlﬂ
w

tak 4.38), pa primeniti teorem 4.8. Nalazi se:

p1+p2 1
M[lez] = <Iﬁ> S = (0) :
2v/3

Zamenom ovoga u formulu Weyl-a, nalazi se dim [p1, ps] = 1(p1+1)(p2+1)(p1+p2+2). Trazenjem
nizova sa fundamentalnim korenima dobijaju se rezultati navedeni u narednim tabelama i slici
D.2. Tezine sa znakom e su dvostruko degenerisane, a sve ostale su nedegenerisane. U tabelama
se s'-nizovi nalaze u istoj koloni, a s' + s? u istoj vrsti (tj. oduzimanje korena s' spusta tezinu,
a s? spusta i pomera nadesno). Brojeve p i ¢ treba izracunati, a u tabelama se vide iz duzine
niza i polozaja date tezine u nizu.

[1,0] [0,1]  [2,0] [0.,2] [1,1] [3,0] [2,1]

e -

Slika D.2: Dijagrami tezina za reprezentacije sl(3,C).
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Reprezentacija [1,0]: Reprezentacija [0, 1]:

M= (3,5)" IM+S|° = M= (3,—57)" IIM+8|* = 3.
Nivo 0 | M Nivo 0 | M
Nivol | M — st Nivo 1 M —s?
Nivo 2 M — st —s? Nivo 2 M — st —s?
Reprezentacija [2,0]: M = (1, 2\2/§)T, M+ S|]? = 13—3
Nivo 0 | M
Nivol | M — st
Nivo 2 | M —2s' | M —s! — 2
Nivo 3 M —2s! — §?
Nivo 4 M — 28t — 252
Reprezentacija [0,2]: M = (I, —%)T, M+ 5)? = 2.
Nivo 0 | M
Nivo 1 M —s?
Nivo 2 M—st—s2 | M—2s?
Nivo 3 M —s! —2s?
Nivo 4 M —2s! — 252
Reprezentacija [1,1]: M = (1,0)T, | M + S||* = 4.
Nivo 0 | M
Nivol | M —s' | M — s?
Nivo 2 o M — sl —s?
Nivo 3 M—2s' —s% | M —s! —2s
Nivo 4 M —2st — 252
Reprezentacija [3,0]: M = (3, %)T, M+ S[?=1.
Nivo 0 | M
Nivol | M — st
Nivo2 | M —2s' | M —s! — s2
Nivo3 | M —3s' | M —2s! — s?
Nivo 4 M —3st —s%2 | M —2s! — 242
Nivo 5 M —3st — 252
Nivo 6 M — 3s! — 3s?
Reprezentacija [2,1]: M = (%, 13)T, M + S|]? = 13—9.
Nivo 0 | M
Nivo1l | M — st M — s?
Nivo2 | M —2s' | ¢« M — st — 52
Nivo 3 o M —2s' — 5% | M — st —252
Nivo 4 M —3st — s? o M —s! —3s?
Nivo 5 M —3st —2s% | M —2s! —3s?
Nivo 6 M — 3s' — 3s?

Resenje 4.3/. a) T, je operator zamene protona neutronima, a 7 operator zamene neutrona
protonima. T3 je polovina razlike broja protona i neutrona. Lako se proverava da ovi operatori
zadovoljavaju komutacione relacije za su(2) u standardnoj formi. Po pretpostavci, Hg komu-
tira sa Ty, pa na osnovu toga, iz Jacobi-jevog identiteta, komutira i sa 73, Sto daje trazenu
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invarijantnost. Operator naelektrisanja je broj protona: @ = > PIP,, a barionski broj je
B =3 (PIP,+ N[N,). Odavde je Q = T3 + 3 B.

b)T, = Za(ﬂg)aﬂ'+0¢ + 7TT—ozTrOOé)? T+ = Ea(ﬂ-iaﬂ-oa + W(Jgaﬂ-*a% T3 = % Za(ﬂj—aﬂ-JrOé - 7-"Jr—ozﬂ-*&)'

Resenje 4.35. Neka je {z1,...,z,} bazis u L. [D(z;), Ko] =3, ¢"*|D(z;), D(z;)D(xx)] =

ijz gjk(CékD(i’fj)D(ﬂUl),+ CéjD(ml)D(l'k)) = ijz D(a;) D (1) (g* cly, + gleZk) =
> ikim D(x;)D(21) g™ ¢** (Cikm + Cimx) = 0. Konstante sa donjim indeksima su antisimetri¢ne.

Resenje 4.56. U standardnom Cartan-Weyl-ovom bazisu Cartan-ov tenzor izracunat je u za-
datku 4.28. Jednak je inverznom, te je Ko =Y ;_, D*(H;) + >, D(Eq)D(E_g). Za maksimalnu
tezinu je (pozitivni koreni je anuliraju): Ky | M) = {>""_| D*(H;)+>_4o0 D(Ea)D(E_a)} |M) =
{IM|1> + > ,o0[D(Ea), D(E_q)]} | M). Na osnovu komutacionih relacija iz teorema 4.6.(iii) pro-
verava se jednakost : Ky = {||M|]* + Y_,.,a'D(H;)} | M). Trazeni rezultat neposredno sledi.
sl(2,C): M(M +1). sI(3,C): 5(p} + p3 + p1p2) + p1 + po-

Resenje 4.37. Iz oblika Cartan-ovog tenzora se nalazi Ky oc . D?(r;).

Resenje /.38. Za r = 1 postoji samo jedna algebra, sl(2,C), razmatrana u zadatku 4.27. Na
osnovu tabele 4.1, postoje tri proste (i jedna koja je zbir dve so(3,C)) algebre ranga 2:

s1(3,C) sp(2,C) = so(5,C) g2
11 11 12
0 0 0
L L 12
10 10 1 9 0 2

Slika D.3: Koreni sistemi prostih algebri ranga 2.

w

1
1. s1(3,C) (o—o0): Oba zahteva (za uglove i duzine) zadovoljavaju vektori: s' = (}),
2
1
s = ( %), i to su korenovi nivoa 1. Za s' niz sa s* nalazi se (lema 5.(ii)) p — ¢ = —1.
T2
Posto je za proste korenove p = 0, dobija se da je u nizu jos samo s' + s?. Isti koren se

dobija i za s? niz sa s'. Prema tome, ovo je jedini koren nivoa 2. Za sledeéi nivo treba
obrazovati nizove sa s' 4 s%. Za oba prosta korena i ovaj koren, nizovi imaju p — ¢ = 1,
pa posto su prosti korenovi u nizovima, sledi p =11 ¢ = 0. Na viSim nivoima stoga nema
korenova. Negativni koreni se dobijaju mnozenjem ovih sa —1. Ukupna dimenzija algebre
je 8, i posto je to (kao sto ¢e u nastavku biti pokazano) jedina algebra te dimenzije i ranga
2, ona je u stvari sl(3, C).
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2. 50(5,C) (o = o): Uslove zadovoljavaju vektori: s' = (0), s = ( L ) Nivo 2: s' + s2.
Nivo 3: 2s! + s2. Ukupno ¢etiri pozitivna korena, pa je dimenzija algebre 10.

1

3. g2 (o =o0): Nivo 1: s! = (?), st = \/5( 2\/5) Nivo 2: s!' + 8% Nivo 3: 2s! + s?. Nivo

)
4: 3s* + s2. Nivo 5: 3s! + 2s?. Dimenzija algebre je 14.

Resenje 4.59. a) sp(2,C) = so(5,C) iso(6,C) = sl(4,C).
b) so(2, C) je jednodimenzionalna, pa i Abel-ova. so(4,R) je kompaktna (zadatak 4.25), a centar
joj je 0 (zadatak 4.13), pa je poluprosta. To isto mora vaziti i za njenu kompleksifikaciju so(4, C).
Kako Dynkin-ovim dijagramima ova algebra nije obuhvacena, ona mora biti zbir prostih. Prosta
algebra najmanje dimenzije je sl(2,C), i to je jedina prosta algebra dimenzije 3, pa je jedina
mogucénost za dekompoziciju so(4,C) = sl(2,C) & sl(2,C).

D.5 Lie-jeve grupe

Resenje 5.1.  Zatvorenost: m(g,h) € M, Vg,h € G (M je grupna mnogostrukost). Asocija-
tivnost: m(m(g,h), k) = m(g,m(h,k)), Vg,h,k € G. Neutralni element: m(g,e) = m(e,g) =
g, Vg€ G. Inverzni element: m(g,i(g)) = m(i(g),g9) =e Vg€ G.

Resenje 5.2. 1z definicije se nalazi (A,a)(B,b) = (AB, Ab+ a). Lako se proverava da je K =
{(A,0)} < GiH ={(1,a)}<G. Odavde je G = HA K. Grupna mnogostrukost je stoga proizvod
pozitivne poluose i cele realne ose, i grupa je povezana, nekompaktna, prosto povezana. Kako je
sama grupa jedna svoja karta, zakon mnozenja odmah daje m((A,a),(B,b)) = (AB, Ab+ a), i

i((A,a)) = (4, —4%), gde se sada uredeni par eksplicitno tretira kao vektor iz R?.

Resenje 5.3. Aksiomi grupe se lako proveravaju. Iz det M = det (AT M A) = det Mdet*A sledi
da je det A = +1. Prema tome grupa je nepovezana, jer je det neprekidna funkcija matri¢nih
elemenata, a komponenta jedinice sadrzi 1 pa mora biti u oblasti det A = 1. Analogno b).

Resenje 5./. a) Iz uslova AT1A = 1 i zadatka 5.3 sledi da je O(n, R) nepovezana grupa. Svaki
element grupe SO(n,R) se u nekom bazisu moze napisati u obliku A, = diag(1,...,1, Ay, ..., Ax)

gde je
A = (gos o; —sin Oéi)
sina;  cosqy
(eventualne svojstvene vrednosti —1 se u SO(n,R) moraju uvek javiti paran broj puta, pa se
proizvoljnim grupisanjem u parove mogu svesti na ovakve matrice za o = 7). Neka je

A(t) = (CQS(ait) — sin(ait)) '

sin(ayt)  cos(ayt)

Tada je A4(t) = diag(1,...,1, A1 (t), ..., Ax(t)) put koji spaja A(0) =11 A(1) = A, a ceo lezi u
SO(n, R).

b) Posto je det B neprekidna funkcija matri¢nih elemenata, a det B#0, postoje dve komponente
povezanosti GL (n, R) i GL_(n,R). Neka je B proizvoljni operator iz GL (n, R). Njegova polarna
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forma je B = PS, gde je P strogo pozitivan, a S iz SO(n,R). U svojstvenom bazisu za P vazi
P = P, = diag(p1, ..., pn), pa je B = P;S. Tada je P(t) = diag(pt, ..., p,) put koji spaja P(0) =1
i P(1) = P. Odavde sledi da je B(t) = P(t)S put izmedu S = B(0) i B = B(1). Konacno,
kompozicija puteva BoA iz prvog dela zadatka je put koji spaja 1 sa B. Ovaj put je ceo u GL
jer su i pozitivni operatori i SO(n,R) njegovi podskupovi.

¢)SL(n,R) je podgrupa u GL,(n,R) i sadrzi grupu SO(n,R). Put iz dela b) je stoga ceo iz
SL(n,R), jer je faktor P sada iz SL(n,R), a svi elementi P(t) imaju determinantu 1.

d) Zatvorenost sledi iz zadatka 4.3 i neprekidnosti funkcija koje predstavljaju definicione uslove
grupe: det je neprekidno preslikavanje u R, kao i uslovi ortonormiranosti kolona i vrsta matrica,
ekvivalentni definiciji ortogonalne grupe.

Resenje 5.5. Kao u prethodnom zadatku: U ima dijagonalnu formu Uy = diag(e'?, ..., e!%"),
koja se moze neprekidno spojiti sa 1 putem U(t) = U* iz U(n). Dalje je sve isto kao u zadatku
5.4. Zasto anuliranje determinante ne povla¢i nepovezanost grupe GL(n,C) 7

Resenje 5.6. Iz uslova ATM(1,3)A = M(1,3) se nalazi a3y— >, a, = 1, paje | ag |*> 1. Prema
tome, pored uslova za determinantu, postoji jos jedan razlog nepovezanosti. Komponenta jedinice
je podgrupa matrica jedini¢ne determinante sa pozitivnim elementom ag. Njena povezanost
sledi iz ¢injenice da je prostor koseta L/SO(3,R) hiperboloid u R* (bi¢e pokazano u poslednjem
odeljku). Posto je ovo povezan skup kao i SO(3,R), na osnovu teorema 5.1.(ii) sledi povezanost
L. 1z nekompaktnosti hiperboloida i kompaktnosti SO(3,R) sledi nekompaktnost L.

Resenge 5.7. 1I': strukturu semidirektnog proizvoda proveriti po definiciji. Nepovezana i ne-
kompaktna. II: Kao topoloski proizvod povezanih i nekompaktnih grupa je i sama nekompaktna
1 povezana.

Resenje 5.8. Preslikavanje f(gH) = gz, gde je H mala grupa elementa x je analiticko zbog
takvog delovanja grupe na M i analiticnosti mnozenja, a zbog tranzitivnosti dejstva ono je
bijekcija.

Resenje 5.9. Preslikavanje je o¢igledno analiticko i homomorfizam. R je prosto povezana, pa je
univerzalno natkrivajuca za U(1). ker f = Z, pa je Z fundamentalna grupa za U(1). Npr.

fla) = (cos(m) —sin(27ra:)> '

sin(2rz)  cos(2mx)

Resenje 5.10. SO(n,R): Razmatra se delovanje ove grupe na sferi S"~' u R™. Deluje tran-
zitivno, a mala grupa tacke (0,...,0,1) je skup matrica oblika A = diag(B,1), gde je B iz
SO(n — 1,R). Zato je SO(n,R)/SO(n — 1,R) difeomorfno sferi S™!. Prema tome je ispunjeno
m(SO(n,R)) = m(SO(n—1,R)). Grupa SO(3,R) je Cy-povezana, (bi¢e dokazano kasnije), pa su
za n > 2 sve SO(n,R) Cy-povezane. SO(1,R) = {1} je ocigledno prosto povezana, a u zadatku
5.9 je pokazano da je SO(2,R) Z—povezana.

SU(n): Neka je z normirani vektor u C". Pisuéi uslov normiranja u koordinatnoj formi, i
izrazavaju¢i koordinate preko realnih i imaginarnih delova, zakljuc¢uje se da je skup svih normi-
ranih vektora sfera S?"~!. Ova sfera je orbita delovanja grupe SU(n) u C", a kao u prvom delu
se pokazuje da je mala grupa SU(n — 1). Posto je SU(1) = {1}, sledi da su sve grupe SU(n)
prosto povezane.
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Resenje 5.11.  Orbita delovanja SL(n,F) u F" je ceo F", a mala grupa je skup matrica iz zadatka
3.37, gde je A iz SL(n — 1,F). Prostor F" je prosto povezan. Rekurzijom do SL(1,F) = {1}
nalazi se da su sve grupe prosto povezane (jer je svaka direktni topoloski — grupno semidirektni
— proizvod prethodne i celog prostora).

Resenje 5.12. 1z Schur-ove leme je Z(GL(n,F)) = F1 (skup skalarnih matrica), Z(U(n)) =
U(1) (skup skalarnih unitarnih matrica, tj. 1 pomnozena faznim faktorom), Z(SL(2n,R)) =
{1,-1},Z(SL(2n+1,R)) = {1}, Z(SL(n,C)) = Z(SU(n)) = C,, (ciklicna grupa ¢iji su elementi
1 pomnozena n-tim korenima broja 1).

Resenje 5.13. Videti kakve uslove postavljaju uslov unitarnosti i jednakost za determinantu.

Resenje 5.14. Veza je linearna, i jednoznacna. Y ima istu determinantu kao i X i hermitska
je, pa odreduje vektor iste duzine u prostoru Minkowskog. Preslikavanje je neprekidno (O(A)
je kvadratna funkcija elemenata matrice A). Prema tome O preslikava SL(2,C) u L, jer se 1
preslikava u 14. Generatori t; i it; se preslikavaju u r; i b;, tj. generatore rotacija i boost-ova, pa
se iz odgovarajucih jednoparametarskih podgrupa dobija cela komponenta jedinice L. Direktnom
proverom u bazisu hermitskih matrica se nalazi ker O = {15, —15}, tj. preslikavanje je dvostruko
univerzalno natkrivanje.

Resenje 5.15. Razvoj multiplikativne funkcije u okolini e je: m(g, h) = mi(g*,...g", ht,..h") =
(gh)' = g'+h'+)", alpg hF+.. . Na osnovu ovoga se nalazi mt(m(g,h), ) = aékaitgshtfk—k

Ciml(g,m(h, f)) = Y0k abialg*h fF+. ... Izjednacavanjem ovih razvoja, nalazise Y, alal, =
> akay,. Odavde, za ¢l = a%y — aj;, direktno sledi Jacobi-jev identitet (visi ¢lanovi u redu se
ponistavaju). Jos je jednostavnije uociti da su afj strukturne konstante asocijativne algebre
(wswe)z), = xs(@pmy) povlaci >, alal,xy = >, alal, ), pa iskoristiti zadatak 4.4.a.

Resenje 5.16. Svaka matrica 1 + tE;; je iz GL(n,F), i time se dobijaju krive kroz jedinicu.
Njihovim diferenciranjem se nalazi algebra gl(n, F).

Resenje 5.17.  Za svaki operator A u n-dimenzionalnom prostoru postoji bazis u kome se on i sve
njegove funkcije f(A) reprezentuju gornje trougaonom matricom, sa svojstvenim vrednostima a;
na dijagonali. Trag i determinanta su nezavisni od bazisa, pa se mogu racunati i u ovom:

TrA =3 a;,det A=1la;, Tr(In A) = > Ina; = In (Illg;) = In (det A).

Resenje 5.18. a) Neka je A = e*. Uslov za trag sledi iz prethodnog zadatka i zadatka 5.3.a.
Diferenciranjem uslova A" M A = M po t u t = 0 nalazi se drugi zahtev.
b) Isto kao pod a).

Resenje 5.19. Neposrednom primenom prethodnih rezultata.

Resenje 5.20. Elementi matrica su 0,1,sint, cost,sht icht. Pri diferenciranju u tacki t = 0 svi
elementi nestaju, osim §to se pojavljuje broj 1 na mestima gde su sint i sht.

Resenje 5.21. Prvi deo kao u zadatku 5.2. Koristeéi zadatak 3.37 svaki element ove grupe se
pise u obliku (Alb), gde je

cost —sint

A= <sint cost

), b= (x,y).
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Diferenciranjem u tacki 0 po parametrima t, z i y, nalaze se matrice generatora i nenulte komu-
tacione relacije [r3, q1] = qo, [13, 2] = — 1.

Resenje 5.22. Ovako definisan generator grupe U(1) je Ty = diag(—1i, —i, 2i), a za grupu SU(2)
generatori su 7; = diag(t;,0) (oznake iz zadatka 4.10). Lako je proveriti da Ty komutira sa
T;,i = 1,2,3, pa je dobijena algebra u(2) = u(1) @ su(2).

Resenje 5.23. Eksponenciranjem generatora.
Resenge 5.24. Pogledati rezultat u odeljku §4.3.7.

Resenje 5.25. Neka je A € L i Aey = w (w # ceq, jer nije u pitanju rotacija; u sluc¢aju rotacije,
problem je resen: B = 1,R = A). Neka su u i v medusobno orogonalni vektori (standardni
skalarni proizvod), ortogonalni na ravan span (ep, w). Tada je B jednoznaéno definisan uslovima
Bey = w, Bu = u, Bv = v; odavde za R = B~'A vazi Rey = e, tj. R je rotacija, i A = BR.
Treba zapaziti da je ovo u stvari polarna forma matrice A, jer je AAT = BRRT BT = B2, zbog
simetricnosti boost-ova i ortogonalnosti rotacija. Time je pokazana i jednoznacnost faktorizacije,
jer je A nesingularna transformacija.

Resenjge 5.26. U bazisu s = {eg, n,u, v}, matrica boost-a je

chf® sho

0
Bi(0) = | 1O cho (1) ,sh@ = AT, chf =T.
0

0 0
0 0

_ o O O

Operator prelaska R, iz apsolutnog bazisa u s, definisan sa Rey = ey, Re; = n, Res = ui Reg = v
je rotacija koja u oba bazisa ima matricu

1 0 0 O
0 ny, Uy vy
0 ny uy vy,
0 n, u, v,

Poznato je da je matrica boost-a u apsolutnom bazisu B = RB,R™!, pa kako je R~! = RT,
nalazi se

r Bel Byl p.I L Bs By B
BT ni2C—1)+1 nmn,(T—-1) nmn,(T—=1) | p>o |8 1 0 0
BT men,T—1) n2T—1)+1 nm.(C—1) | " [8 0 1 0
B.I' nmn, (=1 nmn,(T—1) n3(C—1)+1 B, 0 0 1

z

B =

Resenje 5.27. ) D(S|a)D(T|b) f(z) =D(S|a) f((T|b) " x) =f((T|b)""(S|a)"'z) =
D((S]a)(T'[b)) f ().

b) Translacije u pravcu ey ¢ine jednoparametarsku grupu {(1]a)}, gde je a = (¢,0,0,0). Zato
je D(1]a)f(z) = f(2° —t,2', 2% 2®). Za generator se nalazi D(po)f(x) = % lizo f(x) =

—%f(x), tj. D(po) = —%. Slicno, D(p,) = —&%. Jednoparametarska podgrupa rotacija oko
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z-ose je skup matrica oblika

0 0
cosp —sing
sing  cosp

0 0

R(p) =

S O O
— O O O

Stoga je D(R(p))f(z) = f(2° cospx! + sin pz?, —sin px! + cos px?, 23), odakle se trazenjem
parcijalnog izvoda za ¢ = 0, i primenom relacije za izvod slozene funkcije, nalazi D(r3); konacni

izraz je D(r;) = — Y €427 5. Sli¢no, za boost-ove vazi D(b;) = — (2952 + 2% 5%).

D.6 Ireducibilne reprezentacije grupa SU(n)

Resenje A.1. a) n,C* C* ..
b) 3, 15.

Resenje A.2. SU(2):D]®D=D]]@D,D®D=1€BD]
suor [0 PP -FF0 o ) o c06 [,
o T HeHH 2 o

D.7 Reprezentacije Poincaré-ove grupe

Resenje B.1. Pokazati homomorfizam, koris¢enjem definicije delovanja na bazisne vektore.

Resenje B.2. Ponovo iskoristiti na¢in na koji operatori deluju na bazis |p,n).
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teorije grupa u fizici elementarnih ¢estica [E,R).

[A7] Samelson H., Notes on Lie Algebra (Van Nostrand, New York 1969). Detaljno, a prihvatljivo
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[B6] E. P. Wigner, Group Theory and its Applications to the Quantum Mechanics of Atomic Spec-
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[B10] Pymep 1O. B., ®er A. U., Teopus ['pynn u Keawmosannwe I[loava (Hayra, Mo-
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[B11] Wigner E., Annals of Mathematics 40 (1939) 40
Weinberg S., Physical Review 133B (1964) 1318; Ibid. 134B (1964) 882.

Izvorni radovi o reprezentacijama Poincare-ove grupe. D.7

C. Dopunska literatura

[C1] Mamwbues A., Ocwoew Jlunetinoti Anzebpw (Hayra, Mocksa 1975). Sadrzi analizu
koris¢enih svojstava reSenja svojstvenog problema u kompleksnim euklidskim prostorima.
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[C2] Halmos P., A Hilbert Space Problem Book (van Nostrand, Princeton 1967). Sasvim origi-
nalna knjiga, u kojoj se iscrpnim komentarima zadataka izlaze teorija Hilbert-ovih prostora
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[C5] Kelley J., General Topology (Van Nostrand, New York 1957). Fundamentalna knjiga iz opste
topologija, matematicke discipline na kojoj baziraju mnoge za fiziku relevantne matematicke
tehnike, a koja se u izvornom obliku u fizici ne koristi [E,R].

[C6] Warner F., Foundations of Differentiable Manifolds and Lie Groups (Springer, Berlin 1983).
Moderno, razumljivo i kratko izlaganje diferencijalne geometrije, sve potrebnijeg mate-
matickog aparata u vise oblasti fizike [E,R].
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[C7] Oy6posun B., Hosukos C., Pomenko A., Cospemennas [eomempus (Hayra, Mocksa
1984). Enciklopedijski pregled primena diferencijalne geometrije u fizici [E,R].

[C8] Fischler M., Journal of Mathematical Physics 22 (1981) 637. Razmatrano uopstavanje teh-
nike Young-ovih Sema za sve proste algebre [E|. A

[C9] Mencku M., Memoo Hnoyyuposannnz [Ipedcmasaenut. IlIpocmpancmeo-epems u Kown-
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[C10] M. Damnjanovié¢, I. Milogevié, Full symmetry implementation in condensed matter and
molecular physics — Modified group projector technique, Physics Reports 581 (2015). Uve-
dena modifikacija grupnih projektora, i razvijena za indukovane reprezentacije. Objasnjeno
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[C11] M. Damnjanovi¢, I. Milosevi¢, Line Groups in Physics: Theory and Applications to Na-
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York 1972). Najpoznatija zbirka formula vezanih za razlicite funkcije (specijalne funkcije,
ortogonalni polinomi, diferencijalne jednacine, integrali,...) [E]. 2.2.5

[D2] A. II. lIpynuukos, FO. A. Bpoukos, O. V1. Mapuues, Hnmezpaawn u psown (Mocksa,
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[D5] E. Janke, F. Emde, F. Losch, Tafeln Héherer Funktionen (Teubner Verlag, Stuttgart, 1960).
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IMENA

Zbog koris¢ena izvorne transkripcije, pobrojana su imena pomenuta u tekstu, sa nasim izgovorom
i osnovnim podacima (ukoliko ih je bilo moguée naéi).

Abel Niles Henric (Abel Nils Henrik) 1802-1829, Norveska.

Auerbach Herman (Auerbah Herman) 1901-1942; Poljska; stradao u koncentracionom logoru.
Baker Alan (Bejker Alan) 1939-, Engleska (Fields-ova medalja 1970).

Burnside William (Brnsajd Vilijam) 1852-1927, Engleska.

Cartan Elie Joseph (Kartan Eli Zozef) 1869-1951, Francuska (Nagrada Lobacevskog 1937).
Cauchy Augustin Louis (Kosi Augustin Luis) 1789-1857, Francuska.

Cayley Arthur (Kejli Artur) 1821-1895, Engleska.

Clebsch Rudolf Friedrich Alfred (Klebs Rudolf Fridrih Alfred) 18331872, Nemacka.

Coleman Sidney (Kolman Sidni) 1937-2007, SAD.

Paul Adrien Maurice Dirac (Pol Adrien Moris Dirak) 1902-1984, Engleska (Nobel-ova nagrada
za fiziku 1933.).

Descartes René (Dekart René) 1596-1650, Francuska.

Dynkin Eugene Borisovich (Dinkin Eugen Borisovi¢) 1924-2014, Rusija, SAD.

Euklid (EvkAerdns), oko 300 p.n.e.; autor prvog matematickog traktata koji je sac¢uvan.
Euler Leonhard (Ojler Leonard) 1707-1783, Svajcarska.

Evgraf Stepanovi¢ Fedorov 1853-1919, Rusija.

Fourier Jean Baptiste Joseph (Furije Zan Batist Zozef) 1768-1830, Francuska.

Fréchet Maurice Rene (Frese Moris Rene) 1878-1965, Francuska.

Freudenthal Hans (Frojdental Hans) 1905-1990, Nemacka, Holandija.

Frobenius Ferdinand Georg 1849-1917, Nemacka.
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Galilei Galileo (Galilej Galileo) 1564-1642, Italija.

Galois Evariste (Galoa Evarist) 1811-1832, Francuska (zbog politickih razloga izbacen 1831. sa
studija u Parizu, a zatim isprovociran na dvoboj, u kome je poginuo).

Gell-Mann (Gel-Man), SAD, (Nobelova nagrada za fiziku, 1969).

Gordan Paul Albert 1837-1912, Nemacka.

Gram Jorgen Pedersen 1850-1916, Danska.

Haar Alfred (Har Alfred) 1885-1933, Madarska.

Hausdorff Felix (Hausdrof Feliks) 1868-1942, Nemacka.

Heaviside Oliver (Hevisajd Oliver) 1850-1925, Engleska.

Heisenberg Werner (Hajzenberg Verner) 1901-1976, Nemacka.

Hermite Charles (Ermit Sarl) 1822-1901, Francuska.

Hilbert David 1862-1943, Nemacka.

Jacobi Carl Gustav Jacob (Jakobi Karl Gustav Jakob) 1804-1851, Nemacka.
Casimir Hendrik Brugt Gerhard (Kazimir Hendrik Brugt Gerhard) 1909-2000, Holandija.
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HacraBHo-nayynom Behy ®@usnukor ¢akyirera ynusepsurera y beorpaay

Ha V cemuunun HacraBHo-Hayunor Beha ®usuukor ¢akynrera y 2016. rogunu ozipeljeHH cMo 3a
pateHseHTe Tekcra ,,I'pyne u XunbepToBu NpocTopH™ Koju je Hanrcao Muinan [lammanoBuli, npogecop
®uznukor ¢axynrera. HakoH ymo3HaBama ca pPyKOIHCOM, IUCKyCHja ca ayTOPOM M JIOTOBOPEHHX
Moau(duKanyja, IOJHOCUMO cliie/ichy H3BeITaj.

Penensuja ynoenunka ,,I'pyne u Xusaodeprosu npocropu ayropa Munana lammanoBuha

Kmura ,,I'pyne u XunbeptoBu npocropu Munana [lammaHoBuha mucaHa je Kao yUIOCHUK 3a MpeaMeT
MaremaTtrnuka ¢usmnka 2, Ha Tpehoj roauHu crynuja nmporpama TeopHjcka W eKCIepuMeHTalHa (pu3nka
dusnukor Qakyiarera, Te Jaje MaTEMATHUYKY MMO3aJMHY 32 HEKE O] HAjBaKHHjUX CaBPEMCHHMX (PHU3UUKHX
Teoprja. Y TOM CMHCIY j€ HEKOJMKO TeMa IIOCTaBJbEHO Kao Wb, a 3aTUM j€ AaT MHUHUMAaJHH
MaTeMaTHUKU anapaTr HEONXOaH 3a BbUXO0BO pa3jallibaBabe Ha HUBOY aKTUBHOT Kopullhemwa. Ty cnanajy
CIEKTpajiHa aHajh3a KBAaHTHO-MEXaHHMYKUX OIepaTopa, TEOpHja YraoHOI MOMEHTa, Be3a CHMETpHja
MPOCTOp-BpEMEHa M KBAaHTHHX onepaTtopa, llyankapeoBa rpyma W kimacudukanmuja eleMEHTapHUX
YeCcTHUIla TI0 MacH W CIIMHY, T¢ OCHOBHE OCOOMHE MEepMyTallnoHe Tpyme. Tpeba HarimacuUTH Ja caapxkaj
pYKOMHMca 3HaTHO MpeBa3uiIa3y IporpaM HaBeJACHOT NPeIMETa.

[IpBa rnasa je eJeMEHTapHU MOJMOBHUK OIIIITE TOIMOJIOTHjE U JTU(EPEHIINjATHUX MHOTOCTPYKOCTH, KOjH
omoryhyje KacHHje 3aCHUBa-€ U pa3BUjambe CIOKEHUjUX CTpyKTypa. Llnib je oBnanaBame BokaOynapoM u
OCHOBHUM M HajBOKHHUjUM II0jJMOBHMMA OBUX 00JacTH, Mel)y KOjuMa Cy MOCEOHO 3HAYajHU AehUHHIIN]A
MHOTOCTPYKOCTH W OBJIaJaBambe OAroBapajyhomM TexHukoM audepeHimjamHe reoMerpuje. Y jeIHO]
pEeYeHHII MHOTOCTPYKOCT C€ MOYKE OMHUCATH KA0 BULIEIUMEH3WHATHN 00jeKT KOjU T'eHepaslnilie KOHIENT
KpuBe (y jeJIHOj) M KOHIIeNT moBpu (y e AuMeH3mje). OBa HHTYUTHBHO BPJIO CYTeCTHBHA AehUHUIIM]a
no0uja MyH cMHcao Kaj ce yBele Hieja kapTupama (atnaca). C 003MpoM Ha TakaB, ONPaBAAHO je TOME
MIOJIPEIUTH CBE TIPUIPEMHE KOpaKe M HIIP. MOTPOIIUTH MUHHUMYM BpeMeHa (OHOJMKO KOJIMKO je TO 3arcTa
moTpeOHO) Ha IOjMOBE onIuTe Tonojoruje. Kiura To ycnemno 1 YuHH.

HekuM cTyneHTHMa TpHja OBaj HUBO alCTpakKiiMje (TOMONOrHja Kao OWIIO KakBa (haMHIIMja  OTBOPEHUX
CKymnoBa’ KOju HE Mopajy OWTH Be3aHH 3a €yKIHICKH Ipoctop). pyroj rpynu cTyaeHata Moxe OWTH
JIOBOJBHO JIa c€ YBeJlle METPUUKHU MPOCTOp (KA0 MHTYUTHBHO HAjIPUXBATHUBHUjH allCTPAKTHH MPOCTOP), a
MIOTOM CE€ MHOTOCTPYKOCT YBOJHM Ka0 METPUYKH TPOCTOP KOjU Ce KapTUpa ariacoM ca Kaprama Hu3
eyKIuacKkor mpocropa. Kmura je nobpo mpuiaroheHa W jeIHOM W APYrOM MPHUCTYILy, HIIp. (110
METPUYKOM clieHapHjy) Moryhe je KpeHyTH onMmax ca riaBoM 1.2 (MeTpudyku MpoCTOpH) U camo TI0
OTpeOu KOHCYJITOBATH MPETXO/IHY TIIaBY (TAE Ce T0jaBJbyjy U HexaycAoppOBH ITPOCTOPH HT/L.).

Cnenu yBoa y Teopujy XmiOepTOBUX MPOCTOPA, KOjU Jiaje OCHOBHA 3Hama U3 (DyHKI[MOHAIHE aHAJIU3e, Y
MepH y KO0joj je HeonmxoaHa ¢uzndapuma. ima cnudHy opMy Kao U IpBa y CMUCITY J1a TIOTpeOHO aohu
Hajkpahu myTeM 10 TJIaBHOT MojMa, CrieKTpasiHe (JOpMe 3a ayTOa]]jyHIOBaHE ONEepaTope Ha XHIOCPTOBUM
npoctopuma. U oBzie je yKpaTKO M3JI0KEH MPUIPEMHU MaTepHjal, IPH YeMY j€ TEXHHUKU Haj3aXTeBHHUjU
neo ckuna Tteopuje LlIBaproBux yommreHnx ¢(yHKIHja (Teopwja auctpubymmja). OBa Teopwuja je
W3JI0KEHA KOHIM3HO W TPETJICAHO a jeqHa oJ 3aHumubuBocTH je (dedununmja 2.5) na ce JlebGeros
XMIIOEPTOB MPOCTOP KBAJPaTHO HHTErpabmiTHUX (PyKuHrja moduja KoMIueTupameM y KomujeBom cmucy
yHyTap mpocTopa pacrozena (0e3 noceOHor yeohema Jleberose mepe).



CrnexkTpanHa TeopeMa ce MpBO JICTAJbHO HM3JIaKE W aHauu3Mpa 3a Ciydaj omeparopa y KOHAYHO
JTUMECH3UOHATHUM IPOCTOpPUMAa Yy ToriaBiby 2.2.3 (TIe ce akKIeHTyje elieraHTHa TeXHUKa KOHTYpPHE
WHTErpammje). Y CBOjOj 3a TPHUMEHE BEPOBATHO HAJKOPHUCHH]O] ¢opMu (Caydaj ayToasjyHTOBaHUX
oTIepaTopa) CIeKTpaIHa TeopeMa (CIeKTpaTHa IEKOMITO3UIIN]a) j€ U3TI0KEHa y MOTIaBiby 2.2.4.

LlenTpaaHu co KibUre, MoAjeIHAKO HHTEPECAHTaH M 3a MOYETHUKE U crenujaiucte (Meh)y oBuM apyruMa
He camo (m3muape Beh M MaremMaTHuape Kao M XEMHU4Yape) YMHE TJIaBe Y KOjUMa C€ U3JIaxKe TeopHja
penpesenrtanyja rpymna (rnase 3, 4, u 5). Y 0oBOM Jeny KmUTe 10 MyHOT M3paXkaja Jojla3u ayTopoBa
EKCIIepPTH3a, MCKYCTBO M BJaJamke€ MaTepHjalioM CTCUCHO BHIICACLECHH|CKUM NpelaBambeM KypceBa U3
OBHX 00JIacTH. AyTOp je TMOTIIMCHUK BEJIMKOr Opoja HAYYHHWX pajioBa ca 3HAYajHUM W OPUTHHAITHHX
Hay4YHHUM JIOTNPUHOCKHMA Y 00j1acTu oBe Teme. Moxke ce pehiu aa oBaj j1eo Kibure oMmoryhasa moueTHUIIMMA
BpJIO cajiprkajaH yBOJ U MpErJie] 1ejie 001acTH a MCKYCHUJUM YMTAOIMMa J1aje HeOXOAHY IPUIIPEMY 3a
npaheme crienyjann3oBane CTpyyHe JTUTepaType.

Konauno, y nmomammma cy oOpaljene penpeseHTauuje yHUTapHHX, llyaHkapeoBe W Tpymna cCHUMETpHje
KpHCTana.

Benuku 6poj 3amaraka cy moceOHa BpeaHOCT Kibure (uma mx oko 230), a mpema pedyrMma aytopa
,,T&KHINTE Kypca je Ha caMOCTaIHO] M3paau npeaBuleHux 3amataka™. Yrpal)eHH y TEKCT U pa3BpCTaHU
[0 TEXKUHHU, KOMIUIEMEHTapHHU Cy neo yuoeHuka. OmoryhaBajy ca jeiHe CTpaHE YUTAOIly J1a CTEKHE
HCKYCTBO y Kopuiihielhy pa3MaTpaHuX KOHIIENATa, ajk M Ja CaMOCTaHO MpOINupyje rpaauBo. Hbuxos
MamH IO je YCMEpEH Ha JIOKa3MBame I0jeAMHUX jeIHOCTABHUJUX CTaBOBA, YMME CE YHUTAJall aKTUBHO
YKJbY4Yj€ Y YECTO Iyre HU30BE JTOTMUYKHX JEAYKIIH]a.

[MTonyhena nuteparypa Huje ooumua (43 jequHuIe), a pa3BpCTaHa je y YSTUPH LISIMHE: HAKOH KEbHTa KOje
MOTY J1a TIOMOTHY y pa3yMeBamy H3JIOKEHOT TEKCTa, Clie/ie KIbHI'e KOje MOTY Ja IMOCIyXKe M came Kao
yIOeHHIIM 3a Toje[IMHE TiaBe (HapaBHO, ca JPYradMjuM KOHIENTOM M KOHTEKCTOM), Ma HEeKe O]
pedepeHn KojuMa ce M3JI0KEeHH MaTepHujall MOXKe JOMYHUTH (Ty jé M HEKOJIHMKO KIHra W 4iaHakKa Koje
3HaTHO IpeBa3Wiia3e OYEKHBaHy CIIPEMY YHTAOlld, ald Cy JOBOJGHO BaKHE Y HCTOPUjH (PHU3MKE Kao
MPBOOUTHH TIPOJIOPH y 00JIACTHMA KOjUMa Ce OBaj TEKCT 0aBH), U KOHAYHO Clieie MPUPYUHHIN (Koje Ou
HAaKOH Kypca CTYJICHTH Tpedao a MOTy Jia ICKOPUCTE Y UCTPAKMBAYKOM Pay).

Paau nakmer npahema TEKCT je CTPYKTypUpaH Tpaguyky, Te Cy Ha ocebaH HAYMH W3JIBOjEHE TeopeMe U
JeMe, lbHXOBH JJOKa3u, U Aeduanimje. Ca HCTHM IIMJBEM je AT HU3 CIMKA M UCIPITHH MHIEKC II0jMOBA.

Tekcr je mmcan Toxom Beher mema pama ayropa, oko 30 rogumHa, Kao mpodecopa Ha KypceBHMa
MareMaTHuke Gpu3nke M KBaHTHe MexaHHWke Ha Pmsnukom dakynrery y beorpany, a kopumihena cy u
HUCKyCTaBa ca KpaTKuX KypceBa Ha TexHHYKOM YyHUBep3uTery y bepnuny u ApucrorenoBom
yauBep3urety y ConyHy. VcToBpeMeHO, HCTpaKMBAa4YKH Paj ayTopa je y HEKUM CerMEHTHMa, MpUMeHa
cuMeTpuje y GU3UIH, OCIOkEH Ha capkaj U3JI0KEHE KIbHTe, T Cy HEKH JISJIOBH OPUTHHAIHU Y OJJHOCY
Ha moctojehy mnmreparypy (BUIIE qoKa3za TeopeMa M JieMa, 4YecTo JaThX Kpo3 3aJaTKe, TeopHja
MOan(UKOBAHUX TIPOjEKTOpa B HEeHO KopulTheme y ToKa3nMa To3HaTuX Teopema). To ce omHOCH W HA
n300p W HajamaBame oJpeheHHx caapikaja, 4ecTO CKPHBEHUX Yy TMOCTOjehinM KmHrama: HMpBEHCTBO je
JIaTO TeMaMa Koje Cy HeonxojaHe (pm3muapumMa, U oHe cy oOpalieHe Ha HUBOY TeXHHKE Koja oMoryhyje
TUPEKTHY TMPUMEHY y HCTpaKUBamwy (HIp. WHAYKIHja penpe3eHTaldja W HeHO Kopulnheme Kof 3a



(U3KMKY HajBOKHUJUX Tpyla); CBU IPYrH MaTEeMAaTHYKH IIOJMOBU Cy oOpaljeHH Ha MUHUMAJIHOM HHUBOY
MOTPEOHUM 32 KOH3MCTCHTHO U3JIarame OBUX CajpiKaja.

Crora, ca CTaHOBWINTA HCTPaXWBamba y (DU3WIM, KHWTA je TPBU IEJOBHT NpErjiea XHWiIOepTOBUX
pocTopa U Teopuje rpymna Ha CpIICKOM je3uKy, a lbeHa CTPYKTYPUPAHOCT JI03BOJbaBa Ja C€ KOPUCTH Kao
yIIOEHHUK Ha pa3HUM HUBOMMA CTy/ja (GU3UKE, alld U Kao TOACETHHK IPU UCTPAKUBAYKOM paiy. M360p
MaTepHjaia je KOMIUIEMEHTapaH CTAaHAApIHUM KypCEBHUMA CIMYHE TEMATHKE y OKBUPY MaTeMaTHKE, TC
MOJKE OJIaKIIATH M HEOMXOJHY KOMYHHUKAIHjy Mel)y Matemarnuapuma W (U3HUapuMa TPH YECTHM
3ajeIHUYKUM MCTpakuBamuMa. CBe Cy OBO pas3iiosu Jia BEPYjeMO Jia je BeHO 00jaB/bUBakEe J0OPOIOIILIO
¥ 3HAYAjHO 3a CTYJICHTE U UCTPAKUBAUE Y 00€ HAyYHE TUCIUTUINHE.

Beorpan 21.1.2017.

Axanemux DBophe Hlnjaukn,
Hayunu caBetHuk MHcTtutyTa 32 @usnky, beorpan

[pod. np Pane )Kusameruh,
Hayunu caBetHuk Matemarnakor uncrutyra CAHY, beorpazg
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